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摘　要　研究零动态非渐稳的单输入单输出控制系统的局部渐近镇定问题,讨论了对这种系统镇定的

设计方法,并对一类满足条件 (S)的系统,利用静态分叉控制结果,提供了构造反馈控制函数使上述系统

局部渐近镇定的方法。该方法也可看作是静态分叉控制在某些情况下的一种简化。
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Abstract　T he local asymp to tically stab le p rob lem of S ISO contro l system s w ith nonasymp to tically-

stab le zero dynam ics is studied, and the design of the feedback con tro l functions w h ich stab ilize the

above system s is discussed. To a class of system s w h ich satisfy the condit ion (S) , the constructing

m ethods of the feedback con tro l functions are given by using the sta t ionary b ifu rcation con tro l theo ry.

T he resu lts ob tained here also simp lify the resu lts of the sta t ionary b ifu rcation con tro l theo ry.
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1　引　　言

　　 镇定问题是控制系统设计的基本问题[1 ] , 通过

系统能控性概念, 线性系统的局部渐近镇定问题已

得到解决。而非线性系统的局部渐近镇定要复杂得

多,其中比较特殊的零动态渐稳的单输入单输出控

制系统,其局部渐近镇定问题也已得到解决[2 ]。相对

而言, 零动态非渐稳的控制系统的镇定研究则非常

匮乏。

考虑如下单输入单输出系统

xα= f (x ) + g (x ) u

y = h (x )
(1)

其中, x ∈R n; y , u ∈R ; f (x ) , g (x ) , h (x ) 都是光滑

函数。设x 3 = 0是系统xα= f (x ) 的平衡点, r≤n为

系统 (1) 在 x 3 = 0处的相对阶。则在该平衡点的邻

域上,经过适当的坐标变换和状态反馈,系统 (1) 可

变为如下形式

Ν
õ

= A Z + bv

Γ
õ

= q (Z )

y = z 1

(2)

其中, v 为新的控制函数, (A , b) 为 r维布隆斯基可

控标准形矩阵对, Z = Z (x ) 为新坐标, Ν= [z 1 ⋯

z r ]T , Γ= [z r+ 1 ⋯ z n ]T。称如下系统为系统 (2) 的零
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动态。

Γ
õ

= q (0, Γ) (3)

其中, q (Ν, Γ) = [qr+ 1 (Ν, Γ) ⋯ qn (Ν, Γ) ]T , q (0, 0) =

0。零动态具有明确的物理意义, 它表示当系统输出恒为

零时,系统内部各非零状态的运动。下面命题表明, 若系

统的零动态渐近稳定,则该系统可被渐近镇定。

命题 1[2 ]　考虑系统

Ν
õ

= A Ν+ Χ(Ν)

Γ
õ

= q (Ν, Γ)
(4)

其中, Χ(0) = 0,D Χ(0) = 0, q (0, 0) = 0。设Γα= q (0,

Γ) 当Γ= 0时渐近稳定,矩阵A 的所有特征值都在左

半复平面上,且不是矩阵Q = 5q (Ν, Γ) ö5Γ (Ν, Γ) = (0, 0)

的特征值。则系统 (4) 当 (Ν, Γ) = (0, 0) 时渐近稳定。

由于 (A , b) 能控, 总可选择适当反馈函数使上述命

题的条件得以满足。

基于以上论述, 本文定义了一种鲁棒稳定性的

概念,证明了系统的这种鲁棒稳定性与其L yapunov

函数的导数的正则正定性是密切相关的。在此基础

上,研究了零动态非渐稳的单输入单输出控制系统

的局部渐近镇定问题, 提供了该类系统能局部渐近

镇定的一个充分条件。同时,对一类满足条件 (S) 的

系统,利用静态分叉控制[3, 4 ] 的结果, 提供了构造使

上述系统局部渐近镇定的方法, 并且该反馈控制函

数使相关的一族系统具有稳定的分叉结构。当系统

满足一定条件时, 这个结果也是对静态分叉控制理

论的一种简化。

2　光滑动力系统的鲁棒稳定性

　　为研究光滑系统与其扰动系统渐近稳定性的等

价问题,首先考虑光滑函数的正定性。

定义1　设g (x ) (x ∈D < R n) 是一个正定的光

滑函数。若存在 a > 0及正整数 r < + ∞,使得对于

任意 x ∈D ,有 g (x ) ≥ a‖x‖r,则称 g (x ) 在D 中

r阶正则正定。类似地,若 - g (x ) 为 r阶正则正定,

则称 g (x ) 为 r阶正则负定。若 g (x ) 为 r阶正则正定

或 r阶正则负定,则称 g (x ) 为 r阶正则定号。

引理 1　设 g (x ) (x ∈D < R n) 是一个 r阶正则

定号的光滑函数, f (x ) = g (x ) + O (‖x‖k+ 1) , k≥

r,则存在原点的某非空邻域,使 f (x ) 在该邻域中与

g (x ) 具有相同的定号性。

证明　首先考虑 g (x ) 为 r阶正则正则的情况,

只需证明 k = r的情形。由g (x ) 正则正定可知存在a

> 0, 使g (x ) ö‖x‖r≥a。又 lim
‖x‖→0

(O (‖x‖r+ 1 ) ö

‖x‖r) = 0,即对于任意小的 Ε> 0,存在原点的非

空 邻 域 D Ε, 使 得 对 任 意 x ∈ D Ε, 有

ûO (‖x‖r+ 1) ö‖x‖rû < Ε。令 Ε= aö2,则对任意 x

∈D aö2, x ≠ 0,有

f (x ) = g (x ) + O (‖x‖r+ 1) =

‖x‖r g (x )
‖x‖r +

O (‖x‖r+ 1)
‖x‖r ≥

‖x‖r [a - aö2 ] > 0

即 f (x ) 在D aö2中正定。当 g (x ) 为 r阶正则负定时,

同理可证。(证毕)

定义 2　若光滑系统 xα= f (x ) 在原点渐近稳

定, 且其任一 r + 1 次扰动系统 xα= f (x ) +

O (‖x‖r+ 1) 都在原点渐近稳定,则称该系统在原点

r阶鲁棒稳定。

考虑光滑动力系统 xα= f (x ) , x ∈U < R n ,U 为

原点的开邻域, f (x ) = [ f 1 (x ) , f 2 (x ) ,⋯, f n (x ) ]T ,

f i (x ) ( i = 1, 2,⋯, n ) 为光滑函数, f (0) = 0。

定理 1　对于满足如上条件的光滑动力系统 xα

= f (x ) ,若其在原点渐近稳定,且存在L yapunov函

数V (x ) = O (‖x‖s) , s > 0,V (x ) 在原点的某邻域

正定,Vα
f (x ) =

5V
5x

f (x ) 在该邻域 r阶 (0 < r < + ∞)

正则负定,则该系统在原点 r - s + 1阶鲁棒稳定。

证明 　 只需证明 V (x ) 也是 xα= f (x ) +

O (‖x‖r- s+ 2) 的L yapunov函数即可,由于V (s) 正

定,故只需证明

Vα
f� (x ) =

5V
5x

f (x ) +
5V
5x

O (‖x‖r- s+ 2) =

Vα
f (x ) +

5V
5x

O (‖x‖r- s+ 2)

负定。由V (x ) = O (‖x‖s) 可得

5V
5x

O (‖x‖r- s+ 2) = O (‖x‖r+ 1)

再由Vα
f (x ) r阶正则负定及引理 1可知Vα

f� (x ) 负定。

定理得证。

中心流形定理表明, 一个系统与其在中心流形

上的投影子系统的稳定性是等价的。类似可证,一个

系统与其在中心流形上的投影子系统的鲁棒稳定性

也是等价的,且鲁棒稳定的阶数相同。

定理 2　系统 xα= f (x ) 是 r阶鲁棒稳定的,则

其在中心流形上的投影子系统也是 r阶鲁棒稳定

的。

证明　由已知 xα= f (x ) 是 r阶鲁棒稳定的,则
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由鲁棒稳定的定义可知该系统存在L yapunov 函数

V (x ) ,V (x ) 在原点的某邻域正定, P (x ) = Vα(x ) =

5V
5x

f (x ) 在该邻域 r阶正则负定,即存在 a > 0使得

在原点的某邻域中有 P (x ) ≤- a‖x‖r。

考虑系统 xα= f (x ) 的中心流形。设 x = (x 1,

x 2) T ,其中 x 1和 x 2对应D f (0) 中特征值分别为零和

负数的各分量。此时系统 xα= f (x ) 变为

xα1 = f 1 (x 1, x 2)

xα2 = f 2 (x 1, x 2)

令 x 2 = Π(x 1) , Π(0) = 0,
5Π
5x 1

(0) = 0,满足

5Π
5x 1

f 1 (x 1, Π(x 1) ) = f 2 (x 1, Π(x 1) )

则系统 xα= f (x ) 在其中心流形上的投影子系统为

xα1 = f 1 (x 2, Π(x 1) )。由正定及正则正定定义中 x 的

任意性, 可得 V� (x 1) = V (x 1, Π(x 1) ) 正定, 且由

‖x‖ = (‖x 1‖2 + ‖x 2‖2) 1ö2 ≥‖x 1‖,有

V
�õ =

5V
5x 1

+
5V
5x 2

5Π
5x 1

f 1 (x 1, Π(x 1) ) =

5V
5x 1

f 1 (x 1, Π(x 1) ) +
5V
5x 2

f 2 (x 1, Π(x 1) ) ≤

- a‖ ( (x 1, Π(x 1) ) T‖r ≤- a‖x 1‖r

即V (x 1) 是xα1 = f 1 (x 1, Π(x 1) ) 的L yapunov函数,且

V�
õ

(x 1) 为 r阶正则负定。故 xα1 = f 1 (x 1, Π(x 1) ) 为 r阶

鲁棒稳定。定理得证。

3　零动态非渐稳系统的
局部渐近镇定

　　引理 2　考虑系统

Ν
õ

= A Ν+ Χ(Γ)

Γ
õ

= q (Ν, Γ)
(5)

其中, Χ(Γ) = O (‖Γ‖k ) , q (0, 0) = 0,矩阵A 的所有

特征值都在左半复平面上, 且不是矩阵 Q =

5q (Ν, Γ) ö5Γ (Ν, Γ) = (0, 0) 的特征值。设映射Ν3 = Ν3 (Γ)

在 (Ν, Γ) = (0, 0) 附近使A Ν3 + Χ(Γ) = 0,若系统

Γ
õ

= q (Ν3 (Γ) , Γ) (6)

在 Γ= 0时 r阶 (r≤ k ) 鲁棒稳定,则系统 (5) 在 (Ν,

Γ) = (0, 0) 渐近稳定。

证明略。

由于系统 (6) 与系统 (3) 具有相同的物理意义,

都表示当系统输出达到平衡值时系统内部各非零状

态的运动,故称系统 (6) 为系统 (5) 的扩展零动态。

由引理 2可直接得到如下定理:

定理 3　对满足命题 1条件的系统 (2) , 若取 v

= v (Γ) , v (Γ) = O (‖Γ‖k ) ,使系统

Γα= q (- A - 1B v (Γ) , Γ) (7)

在 Γ= 0时 r阶 (r≤ k ) 鲁棒稳定,则 v = v (Γ) 使系

统 (2) 在 (Ν, Γ) = (0, 0) 渐近稳定。

定理 3给出了能使零动态非渐稳的系统局部渐

近镇定的一个充分条件。它表明,为使系统 (2) 局部

渐近镇定, 最终只需求解一个使扩展零动态 (7) r阶

(r≤ k ) 鲁棒稳定的控制律即可。

4　主要结果

　　上节提供了零动态非渐稳的系统能被局部渐近

镇定的一个充分条件。本节将给出该系统在满足这

一条件及条件 (S) 时, 能使该系统局部渐近镇定的

反馈控制函数的构造。下面通过静态分叉控制的有

关方法进行研究。

设非线性控制系统为

xα= f (x , u ) =

f 0 (x ) + uf 1 (x ) + u 2f 2 (x ) + ⋯ (8)

其中, x ∈R n , u ∈R , f 光滑, f (0, 0) = f 0 (0) = 0。

令

f i (x ) = Χi + L ix + Q i (x , x ) +

C i (x , x , x ) + ⋯,　i = 0, 1,⋯ (9)

由于 f 0 (0) = 0,故有Χ0 = 0。Q i (x , x ) 和C i (x , x , x )

分别是由对称双线性型和对称三线性型生成的向量

二次型和三次型映射。此时, (8) 的零输入系统为

xα= f (x , 0) = f 0 (x ) =

L 0x + Q 0 (x , x ) + C 0 (x , x , x ) + ⋯ (10)

若对系统 (10) 有如下条件:

定义 3　若L 0 有一个零特征值 Κ1 = 0,而其余

特征值都具有负实部,则称系统 (8) 满足条件 (S)。

设满足条件 (S) 的系统 (8) 是单参数系统族

xα= f Λ(x , u ) (11)

在 Λ = 0 时的系统。f Λ关于 Λ光滑, 其某一特征值

Κ1 (Λ) 是条件 (S) 中 Κ1 的连续扩充,即满足 Κ1 (0) =

0, 且 R eΚ′1 (0) ≠ 0, 则 (11) 在 Λ = 0 发生静态分

叉[5 ]。此时, 在 (x , Λ) 空间的原点附近, 有一条局部

曲线 (x (Ε) , Λ(Ε) ) 经过原点 (0, 0) , 且对于足够小的

ûΕû , x (Ε) 是系统 (11) 在 Λ = Λ(Ε) , u = 0时的平衡

点。x (Ε) 和 Λ(Ε) 有如下展开式

x (Ε) = x 1Ε+ x 2Ε2 + ⋯

Λ(Ε) = Λ1Ε+ Λ2Ε2 + ⋯
(12)
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若 Λ1≠ 0,则 x (0) 不稳定。由于系统 xα= f 0 (x , u ) 满

足条件 (S) ,则 (10) 中相应于 0特征值的状态向量,

其右端函数将从 2次项开始,这对应于 (12) 中 Λ(Ε)

将从第二项开始。

下面主要讨论Λ1 = 0的情形。若Λ1 = 0, Λ2≠ 0,

则在小范围内存在另两个平衡点, 且它们存在一个

特征值 Β,当 Λ = 0时 Β = 0。Β有如下展开式
Β(Ε) = Β1Ε+ Β2Ε2 + ⋯ (13)

且 Λ1 = 0时有 Β1 = 0。此时当 Β2 < 0时, x (0) 渐近

稳定;而当 Β2 > 0时, x (0) 不稳定。静态分叉控制的

主要思想是,通过选择适当的反馈控制函数 u (x ) 使

Β1 = 0, Β2 < 0,从而使系统 (8) 在x = 0时渐稳。下面

给出静态分叉控制的主要结果。

令 l和 r分别是L 0 关于 Κ1 = 0的左、右特征向

量, r的第一个分量为 1,且 lr = 1。则求解Β1和Β2的

公式如下

L -
0 = (L T

0L 0 + lT l) - 1L T
0 (14a)

x 2 = - L -
0 Q 0 (r, r) (14b)

Β1 = lQ 0 (r, r) (14c)

Β2 = l [ 2Q 0 (r, x 2) + C 0 (r, r, r) ] (14d)

　　引理 3[3 ]　若系统 (8) 满足条件 (S) 且 lΧ1≠ 0,

则存在仅含关于x 的2次和3次项的光滑反馈控制u

= u (x ) , u (0) = 0, 使系统 (8) 在 x = 0时渐稳, 且

u (x ) 的 2次项使控制系统的参数Β1 = 0, 3次项使控

制系统的参数 Β2 < 0。

　　引理 4[4 ]　若系统 (8) 满足条件 (S) 且 lΧ1 = 0,

当 u = 0时系统 (8) 的参数 Β1 = 0, Β2 > 0,且

l [L 1 r - 2Q 0 (r,L -
0 Χ1) ] ≠ 0

则存在光滑反馈控制函数u (x ) = x TQ ux ,使系统 (8)

在 x = 0时渐稳,Q u 为方阵。

引理 3和引理 4给出了满足条件 (S) 的控制系

统存在光滑反馈函数使系统局部渐近镇定的充分条

件,并给出了使系统镇定的反馈函数的形式。而利用

公式组 (14) 及条件 Β1 = 0, Β2 < 0,就可对具体系统

构造其反馈函数,使该系统镇定。

根据以上静态分叉控制结果,可得出使系统 (2)

镇定的主要结果。对系统 (2) 进行 T aylo r展开,有

Ν
õ

= A Ν+ B v

Γ
õ

= q (Ν, Γ) =

q0 (Γ) + q1 (Γ) Ν+ q2 (Γ)Q (Ν, Ν) + ⋯

(15)

其中列向量Q (Ν, Ν) 的每一项是 Ν的一个二次单项
式,行向量 qk (Γ) = (qk

1 (Γ) ⋯ qk
Ck

(Γ) ) , k = 1, 2⋯。对

q0 (Γ) 和 qk
i (Γ) T aylo r展开,有

qk
i (Γ) = Χk

i + L k
i Γ+ Q k

i (Γ, Γ) +

C k
i (Γ, Γ, Γ) + ⋯ (16)

由于 q (0, 0) = 0,故有Χ0 = 0。Q k
i (Γ, Γ) 和C k

i (Γ, Γ, Γ)

分别是由对称双线性型和对称三线性型生成的向量

二次型和三次型映射。

将Ν3 = - A - 1B v (Γ) 代入 (15) ,得到系统 (2) 的

零动态 (7) 的 T aylo r展开

Γ
õ

= q (- A - 1B v (Γ) , Γ) = qυ(v , Γ) =

f 0 (Γ) + v f 1 (Γ) + v 2f 2 (Γ) + ⋯ (17)

其中 f i (Γ) ( i = 0, 1,⋯) 有类似于 (10) 式的 T aylo r

展开,即

f i (Γ) = Χi + L iΓ+ Q i (Γ, Γ) +

C i (Γ, Γ, Γ) + ⋯,　i = 0, 1,⋯ (18)

且有 f 0 (Γ) = q0 (Γ) , f 1 (Γ) = - q- 1 (Γ)A - 1B , Χ0 = 0,

Χ1 = - (Χ1
1 ⋯ Χ1

r )A - 1B。令 l和 r分别是L 0关于 iΞc

的左、右特征向量, r的第一个分量为 1,且 lr = 1。若

系统 (17) 的零输入系统

Γ
õ

= qυ(0, Γ) = f 0 (Γ) =

L 0Γ+ Q 0 (Γ, Γ) + C 0 (Γ, Γ, Γ) + ⋯ (19)

满足条件 (S) , 则可对系统 (17) 应用静态分叉控制

的方法构造反馈函数 v (Γ) = O (‖Γ‖2) , 使零动态

(7) r (r≤ 3) 阶鲁棒稳定,由定理 3知该 v (Γ) 使系统

(2) 渐稳。

总结上述讨论, 与静态分叉控制的两个引理相

对应,可得到如下两个定理:

　　定理 4　系统 (17) 满足条件 (S) , lΧ1≠ 0。若存

在仅含关于 x 的 2次和 3次项的光滑反馈控制 v =

v (Γ) , v (0) = 0,使系统 (7) 在Γ= 0时 r (r≤ 3) 阶鲁

棒稳定,则该光滑反馈控制 v (Γ) 使系统 (2) 在 (Ν, Γ)

= (0, 0) 时渐稳,且 v (Γ) 的 2次项使控制系统的参

数 Β1 = 0, 3次项使控制系统的参数 Β2 < 0。

　　定理 5　系统 (17) 满足条件 (S) , lΧ1 = 0。若 v

= 0时系统 (2) 的参数 Β1 = 0, Β2 > 0,且

l [L 1 r - 2Q 0 (r,L -
0 Χ1) ] ≠ 0

存在光滑反馈控制函数 v (Γ) = ΓTQ v Γ,使系统(7) 在Γ
= 0时 r (r≤ 3) 阶鲁棒稳定,则该光滑反馈控制 v (x )

使系统(2) 在(Ν, Γ) = (0, 0) 时渐稳,Q v 为方阵。

5　算　　例

　　考虑系统

xα= - x + v (x , y )

yα= y 2 - x
(20)
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　　经验证可知系统 (20) 满足定理 4的条件。并且

易知当 v (x , y ) = 0, x (0) = 0, y (0) < 0时,该系统

不稳定。利用本文方法,选择输入 v (x , y ) = y 2 + y 3,

此时系统 (20) 的扩展零动态为 yα= y 3, 易知其为 3

阶鲁棒稳定。故输入 v (x , y ) = y 2 + y 3 使系统 (20)

渐近稳定。

6　结　　论

　　针对零动态非渐稳的单输入单输出控制系统,

从关于零动态渐稳系统判稳的命题出发,结合本文

提出的鲁棒稳定的概念,给出了一个更一般的判断

系统渐近稳定性质的引理,并利用该引理得到零动

态非渐稳的系统局部渐近镇定的一个充分条件。在

此基础上,利用静态分叉控制的引理,对一类满足条

件 (S)的系统提供了使系统局部渐近镇定的反馈函

数存在的充分条件定理,并给出该反馈函数的具体

形式及约束条件公式。这使本文结果易于应用于实

际工程问题。

另一方面,本文也是对静态分叉控制理论的一

种简化。由于零动态的维数小于系统维数,仅对系统

零动态应用静态分叉控制的方法必然比对原系统应

用该方法简洁。
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