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AR 型非线性时间序列模型的稳定性分析3

吴 少 敏
(宝钢技术中心自动化研究所　上海　201900)

摘　要　在工程中, 振幅依赖指数自回归模型、门限自回归模型和多项式自回归模型等一类具有 A R 型

的非线性时间序列模型具有广泛的应用。为此给出了A R 型非线性时间序列模型的稳定性条件及极限

环存在条件, 并对一些特殊模型进行了讨论。
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Abstract　Amp litude- dependen t exponen tia l au to regressive models, th resho ld au to regressive models

and po lynom al au to regressive models w h ich are A R - type non linear t im e series models are w idely used

in engineering. T he stab ility condit ions and the ex ist ing condit ions of lim it cycle of A R - type non linear

t im e series models are given. Som e specia l models are discussed.
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1　引　　言

　　在时间序列分析中, 线性模型的研究日趋成熟,

并在工程中得到有效应用。然而实际工程中存在大

量的非线性问题, 用线性模型去逼近容易丢失信息。

为了更确切地描述实际系统特性, 往往需要采用非

线性时间序列, 但由于非线性数学发展缓慢, 因而对

非线性时间序列的研究还存在一定困难。

在工程领域, A R 模型的应用比M A 模型和

A RM A 模型更为广泛, 这是因为A R 模型参数辨识

比较简单, 实时性较好, 且已证明M A 模型和A R 2
M A 模型可由A R 模型逼近。而在非线性时间序列

中, 非线性模型种类繁多, 其参数辨识比A RM A 模

型还复杂, 工程应用更为困难。相对而言, 振幅依赖

指数自回归模型 (EXPA R 模型) , 门限自回归模型

(TA R 模型) 和多项式自回归模型 (PNA R 模型) 都

是具有A R 型的非线性模型, 在参数辨识上比其他

非线性模型更为简单, 在工程中的应用较多。如文献

[ 1 ]研究了振幅依赖指数自回归模型在机械颤振及

3 1999- 06- 22 收稿, 1999- 09- 13 修回

循环冷却水处理中的应用; 文献 [ 2 ]把二阶多项式

A R (PNA R ) 模型应用于循环冷却水的预报; 文献

[ 3 ]把门限自回归模型应用于人口预测的研究中。

　　A R 型非线性时间序列模型的定义如下:

　　给定一个系统, 其输入为白噪声序列 {a t, t = 1,

2, ⋯}, 设该白噪声序列的均值为 0, 方差为 Ρ2
a , 输出

为时间序列{x t, t = 1, 2, ⋯}, 则该系统的输入输出

关系为

x t = Λ(X t- 1, Η) + ∑
p

i= 1
<i (X t- 1, Η) x t- i + a t

(1. 1)

其中 X t- 1 = (x t- 1, x t- 2, ⋯, x t- p ) 为系统的一个状

态; Λ(X t- 1, Η) , <i (X t- 1, Η) 为R p →R 上的光滑函数;

参数 Η= (Η0, Η1, ⋯, Ηp ) ∈ ( = ( 0 × ( 1 ×⋯× ( p ,

( i ( i = 0, 1, ⋯, p ) 是 R 中的开子集, 是一个参数空

间。

模型 (1. 1) 是一个A R 型非线性时间序列模型

(NA R 模型) , 也称A R 型状态依赖时间序列模型。

　　1) 当Λ(X t- 1, Η) = 0, <i (X t- 1, Η) = Αi (常数) 时,

NA R 模型即为 p 阶A R 模型。此时
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x t = ∑
p

i= 1
Αix t- i + a t (1. 2)

　　2) 当 Λ(X t- 1, Η) = 0, <i (X t- 1, Η) = (Αi +

Βiexp (- Χx 2
t- 1) ) 时,NA R 模型即为振幅依赖指数

自回归模型 (EXPA R )。此时

x t = ∑
p

i= 1

(Αi + Βiexp (- Χx 2
t- 1) ) x t- i + a t

(1. 3)

　　3) 当 Λ(X t- 1, Η) = 0, <i (X t- 1, Η) = (Αi +

Βiexp (- Χx 2
t- i) ) 时,NA R 模型即为振幅依赖指数自

回归模型的扩展模型 (EEXPA R 扩展模型)。此时

x t = ∑
p

i= 1

(Αi + Βiexp (- Χx 2
t- i) ) x t- i + a t

(1. 4)

　　4) 当 Λ(X t- 1, Η) = Α( j )
0 , <i (X t- 1, Η) = Β( j )

i ( j =

1, 2, ⋯, q) 时,NA R 模型即为 p 阶门限自回归模型

(TA R 模型)。此时

x t = Α( j )
0 + ∑

p j

i= 1
Β( j )

i x t- i + a t (1. 5)

　　5) 当 Λ(X t- 1, Η) = 0, 　<i (X t- 1, Η) = Αi +

∑
p

j = 1
Βj ix t- j 时,NA R 模型即为 p 阶多项式A R 模型

(PNA R 模型)。此时

x t = ∑
p

i= 1
Αix t- i + ∑

p

j= 1
∑

p

i= 1
Βijx t- jx t- i + a t

(1. 6)

　　NA R 是 P riest ley [4 ] 提出的一种非线性时间序

列模型, 许多时间序列模型都可认为是NA R 模型

的特殊形式。由于对NA R 模型的稳定性分析尚未

见报导, 故本文将围绕NA R 模型的稳定性展开讨

论。

2　NAR 模型的稳定性

　　在工程应用中, 模型的稳定性能是衡量模型优

劣的一个重要指标。随机系统稳定性的研究具有十

分丰富的内涵, 不同类型的随机系统, 其稳定性的讨

论可以在不同意义下进行[5 ]。对于由随机差分方程

描述的非线性时间序列模型, 当模型为Harris 遍历

时, 模型不仅存在平稳解, 而且在任意分布下模型所

确定的总体分布将以一定的速度收敛于不变概率测

度。相反, 模型在非遍历时, 则不存在平稳解, 且模型

所确定系统的总体分布也不会收敛于任何分布函

数。因此, 模型的H arris遍历性反映了模型所确定离

散随机系统本身的一些强稳定性质, 而模型的非遍

历性则可看作是相应系统的非稳定性。

定义 1 (H arris 遍历)　 称马尔可夫链{X t} 是

H arris 遍历的, 如果存在{X t} 的状态空间{X , F } 上

的一个概率测度 Π, 使得

lim
t→∞

‖P t (x , õ) - Π‖ = 0 (2. 1)

对任意的 x ∈X 。

定义 2 (<- 不可约链)　称马尔可夫链{X t} 是

< - 不可约链, 若对 (R ,B ) 上的 Ρ - 有限测度 <,B

是R 上的Bo rel 代数, 对任意的 x ∈R , 有

∑
t> 0

P (X t ∈A ûX 0 = x ) > 0 (2. 2)

其中 <(A ) > 0, 且A ∈B。

引理 1[6 ]　 设{X t} 为一个 < - 不可约链, 如果

存在非负可测函数g (x ) : X →R + , 集合B ∈F , 以及

常数 Ε> 0, r > 1, 使得

E [g (X n+ 1) ûX n = x ] ≤ r- 1g (x ) - Ε (2. 3)

B 是{X t} 的 s - 集, 且

sup∫P (x , dy ) g (y ) < + ∞ (2. 4)

则{X t} 为H arris 遍历。

将NA R (p ) 模型 (1. 1) 重写为

x t = Λ(X t- 1, Η) + ∑
p

i= 1
<i (X t- 1, Η) x t- i + a t

(2. 5)

其中{a t, t = 1, 2, ⋯} 是一个独立同分布的随机变量

序列, 且关于L ebesgue 测度具有指数型的正密度函

数; Λ(õ, õ) , <i (õ, õ) 皆为可测函数。

定理 1　设 E (ûa tû r) < + ∞ (r ≥ 1) , Λ(õ, õ) ,

<i (õ, õ) 在有界集上有上界, 且:

1) 存在 K > 0, 使得当 ûx û > K 时, 有 ûΛ(õ,

Η) û ≤ h 0 (Η) ûx û , 且 û<(õ, Η) û ≤ h i (Η) , 而 0 ≤ h i (Η)

< 1 ( i = 0, 1, ⋯, p ) , 对任意 Η∈ ( ;

2) sup∑
p

i= 0
h i (Η) ≤ c < 1, c 为常数。

则由模型 (2. 5) 所决定的{X t} 为H arris 遍历, 并对

其平稳分布 Π, 有 r 阶绝对矩存在。

证明 　 令 g (x ) = ûx û r, 其中 r > 1, 利用

M inkovsk i 不等式, 当 ak , bk > 0, r > 1 时, 有

∑
n

k= 1

(ak + bk ) r 1ör

≤

∑
n

k= 1
a r

k

1ör

+ ∑
n

k= 1
br

k

1ör
(2. 6)

可得
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　　　 (E [g (X t+ 1) ûX t = X ]) 1ör =

　　　 (E [ ûΛ(X , Η) + <1 (X , Η) x +

　　　⋯ + <p (X , Η) x + a tû r ]) 1ör ≤

　　　 (E [ ûΛ(X , Η) + <1 (X , Η) x + ⋯ +

　　　<p (X , Η) x û r ]) 1ör + (E ûa tû r) 1ör ≤

　　　cûx û + (E ûa tû r) 1ör

于是

(E [g (X t+ 1) ûX t = X ]) ≤

(cûx û + (E ûa tû r) 1ör) r ≤

ûx û r (c + (E ûa tû r) 1öröûx û ) r

由于E ûa tû r 存在且有界, 则存在K 及∆> c (∆< 1) ,

当 ûx û > K 时, 有

(E ûa tû r) 1öröûx û < (∆ - c) ö2 < 1 (2. 7)

则

(E [g (X t+ 1) ûX t = X ]) ≤

ûx û r [ (c + ∆) ö2 ] =

ûx û r [∆ - (∆ - c) ö2 ] ≤

∆ûx û r - (∆ - c) ö2

由引理 1 可知, 结论成立。(证毕)

定理 1 给出了NA R 模型的一个稳定性条件。

在以上的A R 型非线性模型中, TA R 模型的稳

定性已有研究[6, 7 ] , PNA R 模型的稳定性可按定理 1

进行初步研究, 但对更为具体的稳定性条件尚有待

讨论。文献[ 7 ] 就 EEXPA R 模型的稳定性进行了讨

论, 但 EXPA R 模型的稳定性条件至今还是一个悬

而未决的问题。

按定理 1 给出的稳定性条件, 对模型进行稳定

性初步分析。如模型

　　x t = (- 0. 9 - exp (- x 2
t- 1) ) x t- 2 + a t (2. 8)

利用定理 1, 由于

<1 (X t- 1, Η) = - 0. 9 - exp (- x 2
t- 1) (2. 9)

且 sup û - 0. 9 - exp (- x 2
t- 1) û > 1, 即模型 (2. 8) 不

满足定理 1 的条件, 因而初步分析结果为模型 (2. 8)

不一定稳定。实际上, Chan [8 ] 已证明该模型确实是

不稳定的。

EEXPA R 模型

x t = ∑
p

i= 1

(Αi + Βiexp (- Χx 2
t- i) ) x t- i + a t

(2. 10)

的稳定性已由 Tong [7 ] 给出如下定理:

定理 2[7 ]　对模型 (2. 10) , 若

x t = ∑
p

i= 1
Αix t- i + a t (2. 11)

稳定, 即其特征方程

Κp - ∑
p

i= 1
ΑiΚp - i = 0 (2. 12)

的根在单位圆内, 则 EEXPA R 模型 (2. 10) 也是稳

定的。

3　NAR 模型的极限环

　　 非线性时间序列模型可以描述许多非线性现

象, 如幅频依赖现象, 共振跳跃现象, 极限环和混沌

等。O zak i[9 ] 给出了 EXPA R 模型的极限环存在条

件, Tong [7, 10 ] 讨论了 TA R 模型的极限环。以下就

NA R 模型的极限环存在条件进行讨论。

一个时间序列{x t, t = 1, 2, ⋯}, 若当 t →∞时,

x t 在一个按顺序的数集{x
(1) , x

(2) , ⋯, x
(T ) } 中循环

取值, 则称{x
(1) , x

(2) , ⋯, x
(T ) } 为{x t, t = 1, 2, ⋯} 的

极限环, 亦即{x t, t = 1, 2, ⋯}具有极限环。考虑以下

模型

x t = ∑
p

i= 1
<i (X t- 1, Η) x t- i + a t (3. 1)

其中 X t- 1 = (x t- 1, x t- 2, ⋯, x t- p )。定义 ûX t- 1û =

(ûx t- 1û , ûx t- 2û , ⋯, ûx t- p û )。模型 (3. 1) 具有极限环

的必要条件是: 当 ûx t- 1û , ûx t- 2û , ⋯, ûx t- p û 都充分

小时, 模型自回归部分不稳定, 以保证 x t 不会衰减

到零; 而当 ûx t- 1û , ûx t- 2û , ⋯, ûx t- p û 都充分大时, 模

型自回归部分稳定, 以保证 x t 不会继续增大。

假设

lim
ûX t- 1û→0

<i (X t- 1, Η) = Βi (3. 2)

lim
ûX t- 1û→∞

<i (X t- 1, Η) = Αi (3. 3)

于是有如下定理:

定理 3　模型 (3. 1) 存在极限环的必要条件为:

1) 方程

Κp - ∑
p

i= 1
ΒiΚp - i = 0 (3. 4)

的根都在单位圆内;

2) 方程

Κp 2∑
p

i= 1
ΑiΚp - i = 0 (3. 5)

的根都在单位圆外;

3) 不存在 Y , 使

∑
p

i= 1
<i (Y , Η) = 1 (3. 6)

其中 Y = (y , ⋯, y ) 1×p。

极限环存在的一个充分条件是上述条件 1) 和
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条件 2) 同时成立。

证明 　 当 ûx t- 1û , ûx t- 2û , ⋯, ûx t- p û 都充分大

时, 由 (3. 2) 式, 如果条件 1) 不成立, 则对充分大的

初值, 模型 (3. 1) 的零激励响应将趋向无穷大, 从而

不能形成稳定的极限环; 而当 ûx t- 1û , ûx t- 2û , ⋯,

ûx t- p û 都充分小时, 由 (3. 3) 式, 如果条件 2) 不成

立, 则对充分小的初值, 模型 (3. 1) 的零激励响应将

趋向于零, 因而不能形成极限环。

若模型 (3. 1) 满足条件 1) 及条件 2) , 而又不具

有极限环, 则在无白噪声激励的情况下, 响应必然趋

于一个稳定点。设其稳定点为 y , 则有

∑
p

i= 1
<i (Y , Η) y = y (3. 7)

于是可得: y = 0 为式 (3. 7) 的一个解。但由条件 2) ,

y = 0 不是稳定点, 因而式 (3. 7) 的解应满足

∑
p

i= 1
<i (Y , Η) = 1 (3. 8)

因此, 要使模型不具有稳定点, 条件 3) 必须成立。

(证毕)

现讨论模型 (1. 3) 和 (1. 4) 的极限环。

推论 1　 模型 (1. 3) 和 (1. 4) 存在极限环的必

要条件皆为:

1) 方程

Κp - ∑
p

i= 1
ΑiΚp - i = 0 (3. 9)

的根都在单位圆内;

2) 方程

Κp - ∑
p

i= 1

(Αi + Βi) Κp - i = 0 (3. 10)

的根都在单位圆外。

极限环存在的一个充分条件为上述条件 1) 及

条件 2) 同时成立, 且

1 - ∑
p

i= 1
Αi ∑

p

i= 1
Βi > 1 或 < 1 (3. 11)

　　不难发现, 推论 1 就是文献[ 9 ] 中关于 EXPA R

模型的极限环存在的充分条件和必要条件, 因此定

理 3 扩展了文献[ 9 ] 的结论。

4　结　　语

　　本文主要讨论了A R 型非线性时间序列模型的

稳定性及极限环存在的问题。首先给出模型的H ar2
ris 遍历条件, 并应用该条件讨论 EXPA R 模型的稳

定性问题; 然后给出模型的极限环存在条件, 并运用

该条件讨论了 EXPA R 模型及 EEXPA R 模型的极

限环现象。
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