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摘　要　提出一种新方法来控制一类连续多项式混沌。该方法利用开环控制作用和适当的非线性闭环

控制作用,将系统的解传递到任意给定的目标集合,并且证明该控制的传递域是全局稳定的。
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Abstract　A new met hod of contr olling a class of cont inuous po lynomial chaot ic systems is pr esented.

For arbitr ary given goal dynamics, the solut ion o f sy stem can be entr ained to goal, thr ough the use of

an additiv e contr olling action which is the sum of the open loop contr olling action and a suitable nonlin-

ear closed loop contr olling act ion, and it is pr oved that the basins o f entr ainment of the contr ol are glob-

al stable .
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1　引　　言

　　Jackson 和 Hubler 等人
[ 1- 8]
提出一种称为传递

( ent rainment )和迁移( mig ration)的控制方法来控

制混沌。这种控制方法已成功地应用于许多复杂的

非线性系统,例如多重吸引子系统 [ 2] , 一维 Logist ic

映射的多重周期力控制[ 1] , Gaussian 相关映射
[ 2]及

其二维 Henon和 Ikeda 映射的控制
[ 8]。

本文在 OPCL 控制方法的基础上
[ 9]
, 针对任意

m 次多项式的复杂系统(包括混沌系统) , 提出一种

新的控制方法,即采用开环加非线性闭环( OPN CL)

组合的控制方法。该方法避免了开环控制和线性闭

环控制的一些限制因素,对于任何目标,所控制混沌

系统的传递域( basins of ent rainment )是全局的,这

样就避免了有关确定传递域范围的繁琐计算。

2　传递控制方法的基本概念和定义

　　传递控制方法首先由 Hubler [ 3] 提出; 随后,

Hubler 和Luscher 利用该方法对Log ist ic 映射和非
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线性阻尼振荡进行研究[ 5] ,得到了许多结果。基于多

重吸引子系统的相空间一定存在着收敛域。Jack-

son
[ 2]提出在这些收敛域中,所有邻近的轨道局部地

相互收敛,进而推测在每一个多重吸引子系统中, 每

一个吸引域中至少有一个收敛域;并利用 Routh -

Hurw itz定理[ 10] ,提出确定这样的收敛域的解析方

法, 该技术已成功地应用于 Lo renz 和 Rossler 系

统。

在连续情况下, 当lim
t→∞
�x ( t) - g ( t) � = 0时, 系

统的解 x ( t) 趋于所要达到的目标 g( t )。换言之, 系

统被传递( entr ain) 到目标 g ( t)。这里, g( t ) 可以是

任何具有拓扑特性的类集合, 比如平衡点、周期轨

道、拟周期轨道和混沌等。另一种控制方法是在不同

收敛域之间的迁移( mig ration) 方法, 该方法允许系

统的轨道从一个吸引子转移到另一个吸引子。进一

步说, 该方法对于一定程度的动态模型误差和噪声

扰动是稳定的。

对于连续非线性系统

x
�= F ( x , t ) ,　x ∈ R

n ( 2. 1)

设目标 g( t ) ∈ R
n , S( t) 是适当选定的开关函数,

S ( t ) = 0( t < 0) , 0≤S ( t) ≤ 1( t≥ 0)。S ( t ) 的作用
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是缓和系统的剧烈反应。对( 2. 1) 加上开环形式的

控制项后,可得具有控制项的系统
[ 3]

dx / dt = F ( x , t ) + S ( t) K ( g , t) =

F( x , t) + S ( t) ( dg/ dt - F( g , t) ) ( 2. 2)

当 S ( t) = 1时, 所要达到的目标g ( t) 须满足条件

l im
t→∞

K ( g, t) = dg/ dt - F ( g, t ) ( 2. 3)

一般说,这种开环控制方法对于确定系统的吸引域

和收敛域是相当困难的 [ 2, 7]。

另一种方法是采用反馈控制方法,该线性反馈

形式为

dx / dt = F ( x , t ) + S( t ) D ( g - x ) ( 2. 4)

其中D 是适当选定的矩阵。此时 g( t) 须限制为方程

dg / dt = F( g , t) 的某个解。为了满足关系式

lim
t→∞

( x ( t) - g ( t) ) = 0, 在混沌吸引子中, 通常取

g( t ) 作为系统( 2. 1) 中某一嵌入不稳定周期解。

考虑到混沌的开环控制和线性闭环反馈控制各

有利弊, Jackson等人将以上开环和线性反馈控制作

用有机地结合起来
[ 9]
, 即开环加闭环控制( OPCL)。

他证明在任意目标 g ( t) 的邻域内, 可通过复合控制

作用

K ( g, x , t) = H ( dg/ dt, g) +

C( g , t) ( g ( t) - x ( t ) )

将系统( 2. 1) 的解 x ( t) 传递到g ( t)。Jackson给出几

个例子用于说明该方法的优越性, 并证明这些例子

所控制的传递域对所有指数有界的目标是全局的

( Chua 系统除外)。其主要结果是对于系统

dx / dt = F( x , t) + S ( t) K ( g, x , t) ,　x ∈ R
n

( 2. 5)

其中, K ( g, x , t) 是控制项, F( x , t) 满足 Lipshitz条

件,则存在关于 x ( t) 是线性函数 K ( g , x , t) ,使得以

下传递域

BE ( g� t 0) =
{ x ( t 0) � lim

t→∞
�x ( t ) - g ( t) � = 0} ( 2. 6)

不是空集。

　　虽然 Jackson等人提出的 OPCL 控制方法对于

( 2. 1) 右端是m次多项式(m≤2) 的系统极为有效,

然而当m > 2时,确定( 2. 5) 的传递域会随着m的增

加而变得极其复杂。因此需要改进OPCL控制方法,

使得控制混沌的传递能力得到进一步提高。

3　开环加非线性闭环(OPNCL)

控制方法

　　考虑右端是 m次多项式系统

dx / dt = F( x , t) ,　x ∈ R
n

( 3. 1)

其中 F i( x , t ) = ∑
m

j 1+ ⋯ + j n= 0

a
( i)
j
1
, j
2
,⋯, j

n
( t) x j

11 x
j
22⋯x

j
nn ( i =

1, 2, ⋯, n)。假定至少有一个系数 a
( i)
j
1
, j
2
,⋯, j

n ( t) ≠0( 1

≤ i≤ n,∑
n

k= 1

j k = m)。对系统( 3. 1) 进行OPNCL 控

制,控制项设为

K ( g, x , t) = dg/ dt - F( g , t) +

D ( g, x , t ) ( g ( t) - x ( t ) ) ( 3. 2)

其中D ( g , x , t )是g ( t ) - x ( t )的非线性函数。将

( 3. 2) 加到( 3. 1) 的右端,可得具有 OPNCL 控制的

系统

dx / dt = F( x , t ) + S( t ) K ( g, x , t ) ( 3. 3)

我们将证明, 对于任意给定的目标函数, 系统( 3. 1)

的传递域不空, 并且是全局的。

对系统( 3. 3) , 设 S( t ) = 1, 并做变量代换 x ( t )

= g( t) + u( t) ( u( t ) ∈ R
n )。代入( 3. 3) ,得

dg / dt + du/ dt =

F( g + u, t) + K ( g, g + u, t) ( 3. 4)

将( 3. 2) 代入( 3. 4) ,注意到F ( x , t )是关于 x 的m次

多项式,可得

du i

dt
= ∑

m

k= 1
∑

n

j 1,⋯, jk= 1

1
k !

�kF i ( g, t)
�g j

1
�g j

2
⋯�g j

k

uj
1
u j

2
⋯uj

k
-

∑
n

j= 1
D ij ( g , x , t) uj ( 3. 5)

为了将系统( 3. 1) 的解 x ( t ) 传递到目标 g ( t) , 要求

l im
t→∞

u( t ) = 0成立。因此可设

D ij ( g , x , t ) =

�F i

�g j
+ ∑

m

k= 2
∑

n

j
2
,⋯, j

k
= 1

1
k!
×

�kF i ( g, t )
�g j

1
�g j

2
, ⋯, �g j

k

u j
1
u j

2
⋯u j

k
- aij ( 3. 6)

其中 A = ( aij ) 是任意n× n实常矩阵,它的所有特

征值都具有负实部。将( 3. 6) 代入( 3. 5) ,可得关于 u

的线性方程组

du( t ) / dt = A u( t) ( 3. 7)

它的零解是渐近稳定的, 所以( 3. 3) 的解也是渐近

稳定的。由( 2. 6) 的定义知BE( g ) 不为空集, 再注意

到u( t ) 的渐近稳定性与初始点无关,则知BE( g ) 是

全局的。

从以上讨论可得如下定理:

定理1　设g ( t ) ∈C
r ( r≥1 ) , x ( t ) 是系统

( 3. 3) 的解, F( x , t) 关于 x 是 m 次多项式, 则存在
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OPNCL 控制项 K ( g, x , t) ,关于 x ( t) 是非线性的,

使得以下传递域

　　　　BE ( g� t 0) =

　　　　{ x ( t 0) � lim
t→∞

�x ( t ) - g ( t) � = 0} ( 3. 8)

不为空集,并且是全局的(即与初始点的选择无关)。

注 1　一般而言, 为使系统( 3. 3) 的解(当 S ( t)

= 1时) 不引起剧烈响应,可取S( t ) 为从0到 1的某

一光滑上升函数, 起到缓冲的作用。

4　OPNCL控制的传递能力

　　本节研究开环、线性闭环、OPCL 控制以及本文

提出的 OPNCL 控制的传递能力, 并将这几种传递

能力进行比较,从而说明 OPNCL 控制的优越性。

仍考虑右端是 m 次多项式系统( 3. 1) , 为了研

究方便,对系统

dx / dt = F( x , t) + S ( t) K ( g, x , t) ,　x ∈ R
n

( 4. 1)

进行变量代换。设 x ( t ) = g( t ) + u( t ) ,其中g( t ) 是

x ( t ) 所要达到的目标,且设 S( t ) = 1。

1) K ( g , x , t ) 是开环作用: 此时 K ( g , x , t ) =

H ( dg / dt , g, t ) = dg/ dt - F( g, t ) ,代入( 4. 1) ,得

du i

dt
= ∑

m

k= 1
∑

n

j
1
,⋯, j

k
= 1

1
k !

�kF i ( g, t )
�g j

1
�g j

2
⋯�g j

k

uj
1
u j

2
⋯uj

k

( 4. 2)

上式是非自治复杂方程组, 它的零解稳定性判别相

当复杂,即使存在不空的传递域,一般也是在 u = 0

的有限邻域范围内。

2) K ( g, x , t ) 是线性反馈作用: 此时 K ( g , x , t)

= - A ( g( t) - x ( t ) ) ,其中A 是负定的对角常矩阵,

代入( 4. 1) ,得

du/ dt = Au + F( u + g , t) - dg / dt ( 4. 3)

注意到F ( u + g, t )是m次多项式,如果目标g( t) 是

系统( 3. 1) 的某个解,则( 4. 3) 可化为

dui

dt
= ∑

n

j= 1

a iju j + ∑
m

k= 1
∑

n

j
1
,⋯, j

k
= 1

1
k!
×

�kF i ( g, t )
�g j

1
�g j

2
⋯�g j

k

u j
1
u j

2
⋯u j

k
( 4. 4)

方程( 4. 4) 关于 u = 0时零解稳定性的讨论与情况

1) 类似。然而当目标 g ( t) 不是系统( 3. 1) 的某个解

时, 欲使方程( 4. 3) 中 u → 0(当 t →∞ 时) , 须有

dg / dt - F ( g, t ) →0,即g( t ) 限制为系统( 3. 1) 的某

个解, 因而线性反馈控制方法的应用受到很大的限

制。因此采用线性反馈控制方法时,通常的做法是取

系统 ( 3. 1) 的某个嵌入不稳定周期解作为目标

g ( t)。

3) K ( g, x , t) 是 OPCL 作用: 此时K ( g , x , t ) =

dg/ dt - F ( g, t ) + C( g , t) ( g ( t) - x ( t ) ) ,其中矩阵

C( g , t ) = �F ( g, t ) / �g - B, B = ( bij ) n×n是所有特征

值均具有负实部的任意常矩阵。易知这里的 K ( g,

x , t) 实际上是开环和线性闭环的组合。代入( 4. 1) ,

得

dui

dt
=∑

n

j = 1
bij uj + ∑

m

k= 2
∑

n

j
2
,⋯, j

k
= 1

1
k!
×

�kF i( g, t )
�g j

2
�g j

3
⋯�g j k

u j
2
uj

3
⋯u j

k
( 4. 5)

该方程零解稳定性判别比( 4. 2) 和( 4. 4) 容易,这是

因为( 4. 5) 的线性部分的系数是常数。

对于系统( 4. 5) ,当m= 2时, ( 4. 5)与目标g( t )

的选择无关。为清楚起见, 考虑系统( 3. 1) 在 m = 2

时的情况,此时系统( 3. 1) 形如

dx i

dt
= ai ( t) + ∑

n

j = 1

bij ( t ) x j +

∑
n

j= 1
∑

n

k= 1
cij k( t ) x j x k,　i = 1, 2,⋯, n ( 4. 6)

对上式施加 OPCL 控制作用后, ( 4. 6) 可转化为关

于 u的方程

du i

dt
= ∑

n

j = 1
bij ( t ) uj + ∑

n

j = 1
∑

n

k= 1
c ij k( t ) uj uk

　　　　　i = 1, 2,⋯, n ( 4. 7)

( 4. 7) 式与目标g( t ) 的选择无关, Rossler和Lorenz

混沌系统就属于方程( 4. 6) 的情况,且关于 x 的系数

是常数。利用 Lyapunov 直接法可讨论方程( 4. 7) 零

解的渐近稳定性。

然而对于系统( 3. 1) ,当 m ≥ 3时, 其传递域的

确定要比 m = 2时的情况复杂得多。这是因为 m ≥

3时,关于系统( 4. 5) 的右端可能含有目标g( t) 作为

它的系数,这使( 4. 5) 关于 u = 0时零解的稳定性判

别变得复杂化
[ 9]
。

从以上讨论可以看到 OPNCL 作用的优越性。

首先, OPNCL 对系统( 3. 1) 的控制作用与目标 g( t )

的选择无关;其次, OPNCL 控制作用关于 u的方程

( 3. 8) 是渐近稳定的, 即它与选取 x ( t0 ) 初始点无

关,亦即它的传递是全局的。

5　仿真研究

　　为说明OPNCL 控制作用的有效性,现以 Chua

电路 [ 11] 为例。Chua 电路是具有典型的分歧和混沌
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现象的电子线路, 比如具有双涡卷、对偶双涡卷及双

钩状现象。该电路由一个电感L ,两个电容C1 , C2 ,一

个线性电阻 G 和一个分段线性电阻 g构成, 即

C1V
 

C
1
= G( V C

2
- V C

1
) - g( V C

1
)

C2V
 

C
2 = G( V C

1 - V C
2) + iL

Li
�
L = - V C

2

( 5. 1)

这里 V C
1
和 V C

2
分别是C1和C2上的电压, i L是通过

电感L 的电流,非线性电阻关于 V - i的特征是

　　g( V C
1
) = g( V C

1
; m0, m 1) =

　　m0V C
1
+

1
2
(m 1 - m0) ( �V C

1
+ 1� - � V C

1
- 1� )

其中参数m 0 < 0, m1 < 0。

为讨论方便, 将( 5. 1) 式改写成如下形式

x
�
1 = px 2 + r ( x 1 - 2x

3
1)

x
�
2 = x 1 - x 2 + x 3

x
�
3 = qx 2

( 5. 2)

这里取 p = 10, r = 10/ 7, q = - 100/ 7,分段线性项

在此已用三次非线性项代替。

现要求系统的解趋于目标 g( t) = ( g1 ( t) ,

g2 ( t) , g3( t ) )。对系统( 5. 2) 施行OPCL控制作用,可

得关于 u的方程组

du1 / dt = b11u1 - 6r g1( t ) u
2
1 - 2ru

3
1

du2 / dt = b22u2

du3 / dt = b33u3

( 5. 3)

这里取( bij ) 3×3 为负定常对角阵。按照文献[ 9] 的记

号, ( 5. 3) 的第一式可写成如下形式

du1/ dt = - ( a + b( t ) u1 + cu
2
1 ) u1 ( 5. 4)

式中a = - b11, b( t ) = 6rg1 ( t) , c= 2r。文献[ 9] 给出

如下结果:如果 b
2( t ) < 4ac(对所有 t > t0 ) ,则Chua

系统( 5. 2) 的传递域BE ( g) 是全局的; 对于 b
2( t) >

4ac的情况,需要分别考虑dg1 / dt = 0及 dg1 / dt≠0

两种情况才能确定传递域的大小, 但对于某些目标

g ( t) 的选择,会使 b
2( t ) - 4ac的符号变得不定, 使

得确定传递域的大小变得更加困难
[ 9]
。

不妨取目标 g ( t) 为

g c( t ) = ( g1 , g2, g 3) =

( 1 + 0. 1sint , tco st , - 10) ( 5. 5)

要使传递 Chua 系统的解为目标 g c( t ) , 若采用

OPCL 控制作用(见( 5. 3) 和( 5. 4) 式) ,可得 a = -

b11 , b( t) = 6r( 1 + 0. 1sint ) , c = 2r。因此关于u1的传

递域的确定变得极为复杂。

　　现将本文的OPNCL 控制方法应用于( 5. 2) , 目

标仍是( 5. 5) 式, 控制项为

K ( g, x , t ) =

dg 1/ dt - F1( g , t)

dg 2/ dt - F2( g , t)

dg 3/ dt - F3( g , t)

-

r ( 1 - 6g21) ( x 1 - g1 ) + p ( x 2 - g 2)

( x 1 - g 1) - ( x 2 - g 2) + ( x 3 - g3 )

- q( x 2 - g 2)

-

- 6r g1u21 - 2r u31 + b11u1

b22u2

b33u3

将上式加入( 5. 2) ,并设 x ( t ) = g ( t) + u( t) ,可得

du i/ dt = biiu i,　i = 1, 2, 3 ( 5. 6)

这里取 bii = - 1, i = 1, 2, 3。易知当 Chua混沌系统

加入 OPNCL 控制作用后, ‖u‖很快收敛趋于零,

这说明 OPNCL 作用对 Chua 电路控制的传递域是

全局的。

同样的问题,若用开环、线性闭环和OPCL 控制

则困难得多, 甚至是不可能的。4种控制方法的比较

如图 1—图 4所示, 其中 u 分别对应( 4. 2) , ( 4. 3) ,

( 4. 5)和( 5. 6)的解。从图中的仿真结果可知, 开环

图 1　开环(Hubler) 控制　　　　　　　　　　　　　　图 2　线性闭环(反馈) 控制
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图 3　OPCL控制　　　　　　　　　　　　　　图 4　OPNCL控制

和线性闭环的控制呈现不稳定状态(图 1, 图 2)。

OPCL 控制不是全局的, 而是局部分段收敛的 (图

3) , OPNCL 控制是全局的(图 4)。

6　结　　语

　　本文详细讨论了 OPNCL 控制方法。该方法对

于任何光滑有界或无界的目标均有全相空间的传递

域,即传递域是全局的,且不受目标变动的影响。当

OPNCL 应用于较复杂的 Chua 混沌系统的控制时,

由于许多混沌系统都属于右端是 m 次多项式的形

式,为把系统的解传递到选定的目标, OPNCL 无疑

是一种成功的控制方法。尤其在实际工业系统中,由

于工艺过程的限制,常使( 3. 6)中的矩阵 A 不能充

分负定。此时OPNCL 控制技术显示出其优越性,仅

仅使 A 矩阵的特征值实部小于零,即可保证控制系

统的解稳定地传递到目标。
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