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摘　要　对于具有随机输入和随机需求的一类串行生产线系统,利用转移率一致化技术和随机动态规

划方法,给出了输入率和服务率分配的最优反馈控制策略,指出系统的最优控制具有邦—邦形式的开关

结构。仿真例子验证了方法的有效性。
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Abstract　The considered seria l production line consist s o f po ssibly unreliable w orkstat ions, w hose in-

puts may be random. T he optimal input and serv ice feedback contr ol policy ar e derived by using the uni-

fo rmizat ion technique and stochastic dynamic pr og ramm ing. I t is shown that the optim al policy is of

bang- band type. Simulat ion examples ar e given to illustrat e the result s.
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1　引　　言

　　不可靠制造系统的最优控制问题是生产规划和

管理中重要的研究问题之一。Gershw in做了大量的

开创性研究工作,提出了流率控制模型( F low rate

control model)、阈值( Hedg ing point )控制策略、递

阶结构框架
[ 1]
。Kumar 最先建立了严格的数学分析

方法, 具有重要的理论意义
[ 2]
。Sethi在实时递阶调

度和渐近最优反馈控制等方面取得了重要成果
[ 3]
。

串行生产线是一类应用广泛的基本而典型的制

造系统。它是由一组工作站和一组内部缓冲区间隔

连接组成的线形网络。文献[ 4]针对机器不可靠、随

机加工时间、随机产品需求等多种不确定因素并存

的串行生产线系统, 给出了一种基本的数学描述和

分析方法,并给出了最优反馈控制策略。该方法的创

新之处在于能够保持系统的离散事件本质, 进行实

时动态最优控制分析。但该文假定系统具有无限的
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工件源,从而限制了该方法的实际应用。在实际生产

中, 工作源的输入往往是随机的或受到某些条件限

制的,无限的工件源会造成生产成本的浪费。针对这

一问题, 本文考虑了具有随机工件输入的一类串行

生产线系统,给出了输入率和服务率的最优反馈控

制策略。

2　问题描述

　　考虑输入随机的一类串行生产线, 它是由一组

工作站( WS1 , WS2,⋯, WSn)和一组内部缓冲区( B1 ,

B2 ,⋯, Bn)间隔连接而组成, 如图 1所示。其中方框

代表工作站,圆形代表缓冲区。工件从外部到达工作

站WS1, 完成加工后进入缓冲区 B1, 然后在工作站

W S2 上加工,如此前进, 直到在WSn上完成最后一

道工序变成产品存放在缓冲区 Bn。当需求未满足

时,产品就离开缓冲区 Bn。

2. 1　假设条件

假设系统满足如下条件:

1) 串行生产线的工件源输入是输入率为 k 的
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图 1　串行生产线

po isson过程,其中输入率 k 是可以调节的, k ∈ [ 0,

K
- ]。

2) 工作站WS i( i = 1, 2,⋯, n) 对工件的加工时

间是随机的, 服从参数为�i 的负指数分布, 其中服务

率 �i 是可控的,当工作站正常时,它可在[ 0, �-i] 中任

意调整。

3) 产品的需求过程是一个参数为 �的 poisson

过程, 即产品的需求间隔时间服从参数为 �的负指
数分布,是不可控的。

4) 工作站W Si ( i = 1, 2,⋯, n) 具有 M ar kov的

故障和修复过程, 故障率和修复率分别为  i 和 !i。

工作站WS i( i = 1, 2, ⋯, n) 的状态用 ∀i( t ) 表

示, ∀i( t ) = 1表示工作站处于正常状态, ∀i( t ) = 0表

示工作站处于故障状态。工作站发生故障时不能加

工工件,所以仅当工作站正常时才采取控制决策。根

据假设条件1) , 假想在WS1前有一虚拟工作站WS0

和虚拟缓冲区 B0 ,该工作站不会发生故障并且具有

无限的工件源,工作站对工件源的服务率即为输入

到工件源库的工件的输入率 k。

记 x i ( t) 为 t时刻缓冲区B i( i = 0, 1,⋯, n - 1)

内的工件数,显然 x i( t) 为非负整数, x n ( t) 为工作站

WSn 在 t 时刻的生产累积量与需求累积量之差,

x n ( t) ∈ Z; 正值表示该类产品有库存, 负值表示该

类产品欠缺。定义向量

X ( t) = ( x 0 ( t) , x 1( t ) ,⋯, x n( t) )

U ( t) = ( k , �1,⋯, �n )

∀( t ) = (∀1( t ) , ∀2( t ) ,⋯, ∀n( t ) )

2. 2　控制目标

当工作站正常时, 采取控制决策动态地调整工

件的输入速率,同时动态地决定生产工件的速率,或

者决定是否让工作站空闲。工件的输入速率和工作

站的服务率决定了工件的库存大小以及产品的供应

情况。工件和产品的库存会造成成本的浪费。我们的

目标是使生产尽可能接近需求, 且保持尽量少的中

间产品和成品的库存, 使生产费用和库存或欠缺所

造成的成本代价尽可能低。即寻找最优策略,使得下

列费用函数达到最小

V ( X , ∀) = m inE
u

∫
∞

0
e

- #t
g( X ( t) ) dt ( 1)

其中, #是折扣因子, g ( X ( t ) ) 是对中间库存、产品

库存与欠缺的惩罚函数, 一般取

g( X ( t) ) = c0x 0 + c1x 1 + ⋯ + c
+
n x

+
n + c

-
n x

-
n

其中 x
+
n = m ax{ x n , 0} , x

-
n = max { - x n , 0} , c

+
n , c

-
n

分别是产品库存和欠缺的惩罚系数, ci 是中间产品

库存的惩罚系数, i = 0, 1,⋯, n - 1。

定义映射 T i, D i 和 R i 如下

T i∀= (∀1,⋯, ∀i- 1, ∃i , ∀i+ 1,⋯, ∀n)

　∃i ≡ ∀i + 1 mod 2, i = 1, 2,⋯, n

R 0X = ( x 0 + 1, x 1 , x 2, ⋯, x n )

R iX = ( x 0 , x 1, ⋯, x i- 1 - 1, x i + 1, x i+ 1 ,⋯, x n)

　x i- 1 > 0,　i = 1, 2,⋯, n

R iX = X , 　x i- 1 = 0, i = 1, 2,⋯, n

Rn+ 1X = ( x 0 , x 1 ,⋯, x n- 1 , x n - 1)

D iX = ( x 0, x 1,⋯, x i- 1, x i - 1, x i+ 1 ,⋯, x n )

　i = 0, 1,⋯, n

　　称 R iX 和T i∀为系统的事件。其中 R iX 表示一

个工件在工作站WS i( i = 0, 1,⋯, n) 上加工的完

成, R n+ 1X 表示一个产品因需求而离开系统, T i∀表
示第 i个工作站WSi 发生故障和修复。显然 D nX =

R n+ 1X。

3　最优反馈控制策略

　　令Z2 = { 0, 1} , I = { ( X , ∀) �X ∈Z
n
+ ×Z, ∀∈

Z
n
2} 为系统的状态空间; ( X , ∀) 为系统的状态; U =

{u( t ) = ( k, �1, �2 ,⋯, �n) �k ∈ [ 0, K- ] , �i ∈ [ 0, �-i ] }

为容许控制集; ( R iX , ∀) 和( X , T j∀) 表示事件发生
时的状态转移规律,是时间离散的且依赖于系统的

状态和控制。工作站WS i 可控的必要条件是其处于

正常状态,即 ∀i ( t) = 1。当且仅当事件R iX 或 T i∀发
生时,系统的状态发生转移,不同的系统状态下有不

同的转移率。仅当系统状态发生转移且工作站正常

时才采取控制决策。系统的部分状态转移图如图 2

所示。

下面利用一致化技术[ 5] , 把上述非一致化转移

率的连续时间 M ar kov 链最优决策问题, 转化成一

个等价的具有一致化转移率的离散时间 M ar kov 最

优决策问题。

定义一致化转移率为

v = � + K
- + ∑

n

i= 1
( i + !i + �-i)
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图 2　部分状态转移图

对于任意给定的控制 u ∈ U, 单步转移概率函数

P (�� �, u) 如下

P( Y � ( X , ∀) , u) = �/ v

　Y = ( Rn+ 1X , ∀)
P( Y � ( X , ∀) , u) = k / v

　Y = ( R0X , ∀)
P( Y � ( X , ∀) , u) = �i/ v

　Y = ( R iX , ∀) , ∀i = 1, x i- 1 > 0

　　　　i = 1, 2,⋯, n

P( Y � ( X , ∀) , u) =  i / v

　Y = ( X , T i∀) , ∀i = 1

P( Y � ( X , ∀) , u) = !i / v

　Y = ( X , T i∀) , ∀i = 0

P( Y � ( X , ∀) , u) =

1 - ( k + �+ ∑
n

i= 1
( �i +  i + !i) ) / v

　　　　Y = ( X , ∀)
P( Y � ( X , ∀) , u) ,　otherw ise

　　设0 = t0 < t 1 < ⋯< t n < ⋯为离散状态转移

时刻序列,记X k = X ( tk) 为第 k次转入的状态, uk =

u( tk) 为第 k 次采取的控制。则有X ( t ) = X k ; u( t) =

uk 当 t ∈ [ tk , tk+ 1)。对给定的控制策略,目标函数可

化为

E
u∫
∞

0
e- #t

g ( X ( t ) ) dt =

E
u

∑
∞

k= 0∫
t
k+ 1

t
k

e
- #t

g ( X k ) dt =

1
#+ v∑

∞

k= 0
%kEg( X k ) ( 2)

其中%= v / ( #+ v )。于是问题转化为一个等价的离

散时间 M arkov 链最优决策问题, 并且具有非负无

界的单步费用函数和无限可数的状态空间。由此得

到如下结论:

定理1　令V 0 ( X , ∀) ≡0,则对于Bellman方程

V k ( X , ∀) ,有

lim
k→∞

V k ( X , ∀) = V ( X , ∀)

� ( X , ∀) ∈ I = { ( X , ∀) �X ∈ Z
n
+× Z, ∀∈ Z

n
2}

其中 V ( X , ∀) 由( 1) 式定义。

证明　由( 2) 式和随机动态规划得Bellman方

程,有

V k+ 1 ( X , ∀) =
1

#+ v
min
u∈U

{g( X ) + �V k( D nX , ∀) +

kV k( R 0X , ∀) + ∑
n

i= 1, ∀
i
= 1, x

i- 1
> 0

�iV k( R iX , ∀) +

∑
n

i= 1, ∀
i
= 1

 iV k( X , T i∀) + ∑
n

i= 1, ∀
i
= 0

!iV k( X , T i∀) +

[ v - ( �+ k + ∑
n

i= 1, ∀
i
= 1,x

i- 1
> 0

�i +

∑
n

i= 1, ∀
i
= 1

 i + ∑
n

i= 1, ∀
i
= 0

!i) ] V k( X , ∀) } =

1
#+ v

{g( X ) + �V k( D nX , ∀) +

∑
n

i= 1, ∀
i
= 1

[ iV k ( X , T i∀) + !iV k( X , ∀) ] +

∑
n

i= 1, ∀
i
= 0

[ ( i + �-i ) V k ( X , ∀) + !iV k( X , T i∀) ] +

K- min[ V k ( R0X , ∀) , V k( X , ∀) ] +

∑
n

i= 1, ∀
i
= 1
�-im in[ V k( R iX , ∀) , V k ( X , ∀) ] }

其中 1{�} 为指示函数。根据上式和文献[ 5] 的结果

可推得定理 1的结果。

定理 2　 系统的最优反馈控制策略 U
* 具有

bang - bang 形式的开关结构, 即对( X , ∀) , U * =

( k* , �*
1 ,⋯, �*

n ) ,其中

k
* =

K
- , 　V ( R0X , ∀) ≤ V ( X , ∀)
0,　otherw ise

�*
i =

�-i ,　V ( R iX , ∀) < V ( X , ∀)
　　x i- 1 > 0, 　∀i = 1

0, 　otherw ise

由 Bellman 方程表达式 V k( X , ∀) 可直接证得。
该定理指出,系统的最优控制具有bang - bang

形式的开关结构, 工件的输入率和工作站的服务率

分别在最大值和 0之间进行切换。在实际控制问题

中, 可根据定理 1离线地计算出系统在不同状态下

的最优值函数, 然后采用定理 2所给出的控制策略。

另外一种可行的方案是在线地计算 V k( X , ∀) ,

V k( R 0X , ∀) 和 V k( R iX , ∀) ,并对其进行比较, 然后采

用定理 2中的控制策略。根据上述两个定理可以得

出该方案为渐近最优的。
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表 1　k = 40时的部分最优值函数

值函数 ( 10, 10, - 10) ( 2, 2, - 2) ( 1, 1, - 1) ( 2, 2, 2) ( 40, 40, 20)

V 40( X , 1, 1) 80. 006 1 10. 462 9 3. 067 37 7. 699 86 54. 197 2

V 40( X , 1, 0) 82. 119 2 12. 040 5 4. 064 67 8. 296 19 63. 534 4

V 40( X , 0, 1) 80. 980 3 12. 359 3 4. 512 9 8. 978 24 71. 044 3

V 40( X , 0, 0) 83. 095 8 14. 582 4 6. 332 15 9. 949 73 85. 562 6

4　仿真例子

　　考虑两台工作站组成的串行生产线系统。状态

空间限制在 0≤ x 0≤ 40, - 40≤ x 1≤ 40, - 40≤

x 2≤ 40。系统参数取为

�-1 = 0. 8, 　�-2 = 0. 6, 　� = 0. 6,　# = 0. 6

 1 =  2 = 0. 2,　!1 = !2 = 0. 6,　K
- = 0. 8

c0 = 2, 　c1 = 1,　c
+
2 = 1,　c

-
2 = 2

　　对于( X , ∀) = ( 10, 10, - 10, 1, 1) 和( X , ∀) =

( 2, 2, 2, 1, 0) 两种状态, 采用后一种控制方案进行

仿真,其结果如图 3和图 4所示,图中曲线分别为两

种不同状态下的值函数曲数。从图中可以看出,当 k

= 40时已经取得了较好的收敛结果,表 1示出了当

X 取不同值时的部分最优值函数。

图 3　 ( 10, 10, - 10, 1, 1) 的值函数曲线

图 4　( 2, 2, 2, 1, 0) 的值函数曲线

5　结　　语

　　本文对于机器不可靠、随机加工时间、随机输入

和需求等多种不确定因素并存的串行生产线系统,

给出了一种基本的数学描述, 并利用转移率一致化

技术和随机动态规划方法, 研究了系统的最优反馈

控制问题,给出了具有开关结构的反馈控制律。该文

方法能够保持系统的离散事件本质。利用本算法可

以在线地决定工件的输入以及加工速率,合理地决

定工件源的储备量, 有效地减少不必要的成本开支。
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