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摘　要　应用现代时间序列分析方法,提出了多通道Wiener 滤波器设计的一种新的时域方法。它可统

一处理滤波、平滑和预报问题, 且可处理非平稳信号和噪声。仿真例子说明了该方法的有效性。
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Abstract　Using t he modern time ser ies analysis method, a new time- domain approach to multichan-

nel Wiener filter design is pr esent ed. The comput ational burden is r educed. I t can handle the filtering ,

smoothing and predict ion pr oblems in a unified framewo rk, and can handle nonstationary signals and

no ises. A simulat ion example show s its effectiveness.
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1　引　　言

　　Wiener 滤波器在通讯、信号处理、控制等领域

具有广泛的应用,例如可用于解决冷连轧带钢厚度

估计、动态船舶定位、语音增强、雷达跟踪等问题。用

流行的频域上的多项式方法[ 1- 3] 设计多通道

Wiener 滤波器要求解 Diophant ine 方程,因而增加

了计算负担。用时域上的现代时间序列分析方法
[ 4]

设计多通道Wiener 滤波器
[ 5]也要求解 Diophantine

方程。

本文把多通道Wiener 滤波器设计问题归结为

对一类带多重观测滞后和滑动平均( MA )有色观测

噪声系统的状态估计问题,首次提出了该类系统的

Wiener 状态滤波器, 进而提出了多通道 Wiener 滤

波器设计的一种新的时域方法。它可避免求解 Dio-

phant ine方程。

2　问题阐述和引理
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　　考虑多通道Wiener 滤波问题[ 1- 3, 5]

y ( t) = s( t ) + �( t ) + �( t) ( 2. 1)

A s( t ) = Ce( t) ,　P�( t) = Rv ( t) ( 2. 2)

其中,观测 y ( t) ∈R
m
, s( t ) 为被估信号, �( t) 为有色

观测噪声; �( t ) ∈R
m
, e ( t) ∈R

p
和 v ( t ) ∈R

r
是零均

值、方差阵各为O�> 0, Qe > 0和Qv > 0的独立白噪

声; A , C, P , R 为单位滞后算子 q
- 1 ( q- 1

s( t ) = s( t -

1) ) 的多项式矩阵,形如X = X ( q- 1 ) = X 0 + X 1q
- 1

+ ⋯ + X n
x
q
- n

x, X i为系数阵, nx = deg ( X ) 为阶次。

设A 0 = I m, P 0 = I m, I m为m×m 单位阵。问题

是基于观测( y ( t + N ) , y ( t + N - 1) , ⋯) 求信号

s( t ) 的递推Wiener滤波器 s
�
( t� t + N ) ,它具有以观

测 y ( t + N ) 作为输入的 ARMA 递推滤波器形式。

对于N = 0, N > 0或N < 0,各称其为Wiener滤波

器、平滑器或预报器。

设( P , A ) 右素,引入左素分解

PA
- 1 = A

- - 1
P
- ( 2. 3)

其中, A- 0 = I m, P- 0 = I m,且设( A- P , P-C, A-R )左素。引

入新的等价于 y ( t) 的观测过程 z ( t) 为

z ( t ) = Py ( t ) ( 2. 4)
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由( 2. 1) ～ ( 2. 4) 可得 ARMA 新息模型 [ 5]

A
-
z ( t ) = D  ( t) ( 2. 5)

其中, D ( t) = P- Ce ( t) + A-R v ( t) + A-P�( t) , D是稳

定的, D 0 = I m,新息  ( t ) ∈ R
m 是零均值、方差阵为

Q 的白噪声。D和Q 可用Gevers和Wouters[ 6] 算法

求得。

引理 1
[ 7]　对任意整数 N , 有白噪声估值器

e
�( t� t + N ) = L N A

~
D
~ - 1

z ( t + N )

v
�( t� t + N ) = M NA

~
D
~ - 1

z ( t + N )

��( t� t + N ) = ! N A
~
D
~ - 1

z ( t + N )

( 2. 6)

其中多项式矩阵 A
~ 和 D

~ 由如下右素分解决定。

D
- 1
A- = A

~
D
~ - 1 ( 2. 7)

带 A
~

0 = I m, D~ 0 = I m,且

L N = Q e∀ *
N Q

- 1
 q

- N

M N = QvF
*
NQ

- 1
 q

- N

! N = Q�G
*
NQ

- 1
 q

- N

( 2. 8)

其中定义 ∀ *
N = 0, F*

N = 0, G*
N = 0( N < 0)。对于

N ≥ 0,定义

∀ *
N = ∑

N

i= 0

∀ T
i q

i

F
*
N = ∑

N

i= 0
F

T
i q

i

G
*
N = ∑

N

i= 0
G

T
i q

i

( 2. 9)

其中, q 为单位前进算子( qy ( t ) = y ( t + 1) ) , ∀ i , F i

和 G i 可递推计算为

∀ i = - D 1∀ i- 1 - ⋯ - D n
d
∀ i- n

d
+ C

~
i

　　∀ i = 0, i < 0,　C~ i = 0, i > nc~

F i = - D 1F i- 1 - ⋯ - D n
d
F i- n

d
+ R

~
i

　　F i = 0, i < 0, 　R~i = 0, i > n r~

G i = - D 1G i- 1 - ⋯ - D n
dG i- n

d + P
~
i

　　G i = 0, i < 0,　P~i = 0, i > np~

其中定义C
~ = P- C, R~ = A-R , P~ = A-P。

引理 2 [ 8]　z ( t) 有 Astrom 预报器

z
�( t + i� t) = J iD

~ - 1
z ( t ) ( 2. 10)

其中A
~ , D~ 由( 2. 7) 决定, J i 由

D
~ = E iA

~ + q
- i
J i ,　i > 0

J i = D
~
q
i
,　i≤ 0

( 2. 11)

决定。其中deg ( E i ) = i - 1, deg( J i) = max ( na~- 1,

nd~ - i)。

3　Wiener状态滤波器

　　由式( 2. 2) , 信号 s( t) 有状态空间模型 [ 4]

x ( t + 1) = # x ( t ) + ! e( t ) ( 3. 1)

s( t ) = H
0
x ( t ) + C0e( t) ( 3. 2)

# =

- A 1

 I ( n- 1) m

- A n 0 ⋯ 0

! =

C1 - A 1C0

 
Cn - A nC0

H
0
= [ I m　0　⋯　0]

( 3. 3)

其中n = max ( na, n c) ,规定C i = 0( i > nc) , A i = 0( i

> na)。

将( 2. 1 )左乘以P , 并利用( 2. 2) , ( 2. 4) 和

( 3. 2) ,有观测方程

z ( t ) = H ( q
- 1
) x ( t) + ∃( t) ( 3. 4)

其中 H ( q
- 1
) 和 MA 有色观测噪声 ∃( t ) 定义为

H ( q - 1) = PH
0 = H 0 + H 1q

- 1 + ⋯ + H n
h
q
- n

h

∃( t) = PC0e( t) + R v ( t ) + P�( t)

H i = P iH
0

　　( 3. 1) 和( 3. 4) 构成带多重观测滞后和 MA 有

色观测噪声系统。由( 3. 2) 和射影性质有如下关系

s
�( t� t + N ) =

H
0
x
�( t� t + N ) + C0e

�( t� t + N ) ( 3. 5)

因此问题归结为求Wiener状态滤波器 x
�( t� t + N )。

由( 3. 1) 和( 3. 4) 迭代可得单滞后观测方程

z ( t + %) = H
-
x ( t) + &( t + %) ( 3. 6)

其中时滞 %= nh = np ,矩阵 H
- 和观测噪声 &( t + %)

为

H
- = ∑

%

i= 0

H i# %- i

&( t + %) = ∃( t + %) +

　　　　　∑
%- 1

s= 0
∑
%- 1- s

k= 0
H s# %- 1- s- k! e( t + k)

( 3. 7)

　　 假设( # , H- ) 为完全可观对, 可观测性指数为

∋,即如下矩阵 ( 为列满秩阵。
( = [ H- T , ( H- # ) T ,⋯, ( H- # ∋- 1 ) T ] T ( 3. 8)

将伪逆 ( # = ( ( T( ) - 1( T 分块表示为

( #
= [ ( 0 , ( 1 ,⋯, ( ∋- 1 ] ( 3. 9)

　　定理1　带多重观测滞后和MA有色观测噪声

系统( 3. 1) 和( 3. 4) 有渐近稳定的Wiener 状态滤波

器

x
�
( t� t + N ) = K ND

~ - 1
z ( t + N ) ( 3. 10)
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其中A
~ , D~ 由( 2. 7) 定义,多项式矩阵 K N 为

K N = ∑
∋- 1

i= 0
( i [ J %+ i- N -

∑
i- 1

j = 0
H
- # i- 1- j ! L N - jA

~ - ) N
i A
~] ( 3. 11)

其中规定 # i = 0( i < 0) 且 j ≥ 0,同时

) N
i =∑

n
p

j = 0

P jC0L N - %- i+ j +

∑
n
r

j = 0

R jMN - %- i+ j +

∑
n
p

j = 0

P j ! N - %- i+ j +

∑
%- 1

s= 0
∑
%- 1- s

k= 0

H s# %- 1- s- k! LN - i- k ( 3. 12)

　　证明　类似于文献 [ 7]的推导, 由( 3. 1 )和

( 3. 6) 迭代并应用射影性质, 可得非递推最优状态

估值器

x
�
( t� t + N ) =

∑
∋- 1

i= 0

( i [ z�( t + %+ i� t + N ) -

∑
i- 1

j = 0

H
- # i- 1- j ! e�( t + j � t + N ) -

&�( t + %+ i� t + N ) ] ( 3. 13)

将( 2. 6) 和( 2. 10) 代入( 3. 13) 得( 3. 10) ～ ( 3. 12)。

由 D的稳定性和 ( 2 . 7) 引出D~是稳定的 , 因而

( 3. 10) 是渐近稳定的。(证毕)

4　多通道递推Wiener信号滤波器

　　定理 2　 系统( 2. 1) , ( 2. 2) 有渐近稳定的多通

道递推Wiener 滤波器

D
-

N s
�( t� t + N ) = K

-
NPy ( t + N ) ( 4. 1)

其中多项式矩阵 D- N 和 K- N 由如下左素分解决定。

D- - 1
N K- N = K

~
ND
~ - 1 ( 4. 2)

式中D
-

N 0 = I m, K~ N 由( 3. 11) 给出的 K N 定义为

K
~
N = H

0
K N + C0LN A

~ ( 4. 3)

　　证明　 将( 2. 6) 和( 3. 10) 代入( 3. 5) 并应用

( 2. 4) 有Wiener 滤波器

s
�( t� t + N ) = K

~
ND
~ - 1

Py ( t + N ) ( 4. 4)

将( 4. 2) 代入( 4. 4) 得( 4. 1)。由D
~ 的稳定性和( 4. 2)

引出D
-

N 是稳定的。故( 4. 1) 是渐近稳定的。(证毕)

推论 1　在定理 2中,多通道递推Wiener 滤波

器也可表示为

detD~ s�( t� t + N ) =

K
~
NadjD~Py ( t + N ) ( 4. 5)

　　证明　 将 D
~ - 1

= adjD
~
/ detD

~
代入( 4. 4) 即得

( 4. 5)。

注意, ( 4. 5) 的优点是避免了左素分解( 4. 2) ,

但缺点是增加了滤波器的阶次。

推论2　对单通道Wien e r滤波问题 ( 2 . 1 ) ,

( 2. 2) ,有渐近稳定的递推Wiener 滤波器

Ds
�( t� t + N ) = K

~
NPy ( t + N ) ( 4. 6)

其中K
~
N由( 3. 11) 和( 4. 3) 计算,但应置A

~ = A , ∋=
n。

5　仿真例子

　　 考虑两通道系统( 2. 1) , ( 2. 2) , 其中 s( t ) =

[ s1 ( t) , s2( t ) ] T , e( t ) , v ( t) 和 �( t) 是零均值、方差阵

各为 Q e = diag ( 1, 2) , Qv = diag ( 4, 4) 和 Q� =

diag( 2, 2) 的独立高斯白噪声。

A = I 2 + A 1q
- 1
,　C = C1q

- 1

P = I 2 + P1q
- 1
,　R = R1q

- 1

且

A 1 =
- 1 0

0. 9 0. 2

C1 =
0. 95 - 1. 1

- 1. 4 0. 6

P1 =
0. 89 0

- 0. 35 - 0. 78

R1 =
1 0. 6

0. 6 - 0. 25

取 N = - 1,用本文方法由( 4. 1) 有递推Wiener 预

报器

D
-

- 1s
�( t� t - 1) = K

-
- 1Py ( t - 1)

经计算可求得

D
-

- 1 = I 2 +
- 7. 376 538 - 9. 729 315

5. 414 045 7. 125 943
q
- 1

+

- 1. 381 203 - 1. 608 316

0. 990 659 1. 150 492
q

- 2

K
-

- 1 =
0. 300 582 - 0. 344 433

- 0. 227 136 0. 239 485

　　注意到 detA ( q
- 1
) 有在单位圆上的零点 q

- 1
=

1,故 s( t) 为非平稳信号。仿真结果如图 1和图 2所

示。可以看到, Wiener预报器 s
�( t� t - 1) 跟踪 s( t ) 的

变化具有较高的精度。
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图 1　s1( t) 和Wiener预报器 s
�
1( t� t - 1)

图 2　s2( t) 和Wiener预报器 s�2( t� t - 1)

6　结　　论

　　本文提出了新的时域Wiener 滤波方法,可解决

状态和信号二者的Wiener 滤波器设计问题,具有方

法论意义。新方法原理是将信号Wiener 滤波器设计

问题,转化为一类带多重观测滞后和 MA 有色观测

噪声系统的Wiener 状态滤波器设计问题。利用在

Wiener 滤波器形式下的白噪声估值器和观测预报

器, 由非递推状态估值器的递推变形, 可得到

Wiener 状态滤波器,从而得到Wiener 信号滤波器。

同频域Wiener 滤波方法(即多项式方法)相比, 新方

法的优点是避免了求解Diophant ine方程, 因而减

小了计算负担, 且可处理广义系统[ 7]。
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