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摘　要　针对函数结构未知的情形,构造出能寻优和求根的非线性动态系统。这些动态系统是用两个跟

踪微分器和函数的输入输出过程值模拟数值迭代过程得到的,是对未知函数实现寻优和求根的动态结

构。
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Abstract　N onlinear dynam ical system s based on track ing differen tia to rs (TD ) are p ropo sed to so lve

op tim ization p rob lem s and finding roo ts of algebraic equations w ithou t num erical itera t ion. O nly in -

and ou tpu t info rm ation rather than direct gradien t info rm ation of the function is requ ired during the

w ho le p rocess. It is app licab le to the cases w here the ob jective functions o r algebraic equations are un2
know n.
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1　引　　言

　　许多科学与工程问题都可归结为优化或求根问
题。如果函数的解析表达式已知,基于函数的梯度信
息已有很好的数值迭代算法;当函数表达式未知时,
这些数值迭代算法则不能使用。如何仅用函数的输
入输出信息来寻优或求根,是控制工程界长期以来
比较关心的实际问题。
对于自寻优问题, Ko rovin 和U tk in 利用滑动
模态设计出一种非线性控制结构,构造了自寻最优
装置[1, 2 ]; 对于求根问题, Robb in s和M on ro 提出了
量测被噪声污染时的随机逼近算法;之后,人们进行

了大量研究,提出不少有效算法[3 ]。
为了从不可微或被噪声污染的信号中合理提取
微分信号, 文献 [ 4 ]提出了跟踪微分器 (T rack ing
D ifferen t ia to r)概念,并给出了简单实用的算法。由

于跟踪微分器具有良好的动态性能,已被成功地用
于信号滤波、参数估计、非线性 P ID、自抗扰控制器
等。跟踪微分器作为一个基本的信号处理组件,具有
很大的研究和应用开发潜力。
本文利用跟踪微分器,从函数的输入输出信息
中合理地提取相应的微分信息并估计函数的梯度,
构造出能够模拟数值迭代算法的非线性动态系统
——寻优器和求根器。
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2　构造寻优器

　　求单变量函数优化问题m in
x

y = f (x ) 的一种数

值迭代算法为

x k+ 1 = x k - Κ5f (x k )
5x

=

x k - Κ5y
5x x = x k

,　Κ> 0 (1)

其连续实现可由如下动态过程描述。

dx
d t

= - Κ5f (x )
5x

= - Κ5y
5x

,　Κ> 0 (2)

算法 (1) 或 (2) 的关键在于合理地提取梯度 5y ö5x。

能否用x 和y 的差分比来计算呢?如果输入x 和输出

y 的量测没有被噪声污染,这是可以的; 一旦 x 和 y

被噪声污染,这种求导结果则不能利用。

对于单变量情形,有5y
5x

=
dy
dx
。为消除噪声对微

分的影响, 把dy
dx
换成dy

d t
dx
d t

, 用跟踪微分器分别确

定 dx
d t
和dy

d t
, 然后用它们的比值来估计梯度信息5y

5x

=
dy
dx
。把 (2) 式改写成

dx
d t

= - Κdy
d t

dx
d t

= - Κ yα

xα
(3)

此系统是完全能实现的。显然, 有 yα= - (xα) 2öΚ, 系

统的 y 总是下降的,可趋近极小值。

本文所用的跟踪微分器是如下单输入两输出的

离散动态系统

　　　　　z 1 (k + 1) = z 1 (k ) + hz 2 (k )

　　　　　　　∆= h r,　∆1 = h∆
　 　　　　　e (k ) = z 1 (k ) - v (k )

　　 　　　　p (k ) = e (k ) + hz 2 (k )

g (k ) =

z 2 - rsign (p (k ) (h -

　 8ûp (k ) ûör + h 2 ) ö2,　ûp (k ) û ≥ ∆1

z 2 + p (k ) öh ,　ûp (k ) û < ∆1

　　 　z 2 (k + 1) = z 2 (k ) - h rsa t (g (k ) , ∆)

其中, v ( t) 为输入信号; z 1 ( t) , z 2 ( t) 分别跟踪输入信

号 v ( t) 及其导数,是系统的两个输出量; r是用来调

节跟踪速度的正数, r值大则跟踪速度快; h 为计算

步长。

利用该跟踪微分器实现动态过程 (2) 的具体结

构如图 1所示。

当得到梯度估计dy
d t

dx
d t

= yαöxα之后, 为了改善

系统的稳定性和提高求解精度, 信号 yαöxα经过

fa l (õ) 函数处理后进行积分。此处 fa l (õ) 为

fa l (x , Α, ∆) =
ûx û Αsign (x ) , ûx û > ∆

x ö∆1- Α, ûx û ≤ ∆

∆ > 0,　0 < Α< 1

于是动态系统 (3) 变成

xα= - Κfa l (yαöxα, Α, ∆) (4)

图 1　寻优器结构图

　　例 1　用上述寻优器求函数 y = x ûx û sin (8x )

的极小值。

图 2　函数 y = f (x) 的曲线

图 3　y 衰减到极小点的过程

　　图 2,图 3分别给出了函数 y (x ) 和 y 衰减到极

小点的过程,初始值为 x (0) = 1. 0。从图中可看出,

寻优过程较为理想。通过调整系统参数 Κ, Α和 ∆,可

得到不同的寻优效果。增加 Κ或减小 Α,可加快计算

速度; 增加 ∆可降低系统切换频率, 提高系统稳定

性。各参数选择范围宽, 取值方便。在图 1 中置入有

极小值的可微或不可微的任意连续函数, 寻优器都
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能正常运行。

3　构造求根器

　　当函数的解析表达式 y = f (x ) 已知时,可用如

下迭代算法来求根。

x k+ 1 = x k - Κf (x k )
df (x k )

dx
(5)

　　该迭代算法的连续实现可由如下动态过程描

述。

dx
d t

= - Κf (x ) df (x )
dx

= - Κf (x ) dx
df (x )

由于解析表达式 f (x ) 未知,则把上式改写成

dx
d t

= - Κy
dx
dy

然后利用跟踪微分器估计 xα≈ dx öd t, yα≈ dy öd t,得

到能实现的动态系统

dx
d t

= - Κy
xα

yα
(6)

显然,当 xα≠ 0时,有 yα= - Κy , y 总趋于 0。

用跟踪微分器实现该动态系统的具体结构如图

4所示。

图 4　求根器结构图

　　给定初始条件 x (0) , 则系统自动收敛到 y (x )

= 0的根,为了加快搜索速度,用 fa l (õ) 函数可把动
态系统 (6) 改造为

dx
d t

= - Κfa l y
xα

yα, Α, ∆ (7)

　　例 2　用上述求根器求函数 y = sin (x ) - 0. 5

的根。

图 5　求根器的求根收敛过程

　　 图 5 给出了 x 收敛于根的过程, 初始条件为

x (0) = - 0. 5。在图 4的待求根方框中随便置入有

根的函数或过程,求根器的输出 x 都能收敛到一个

对应于该初始条件 x (0) 的根。并且在较大的参数选

择范围内, 系统都能保持稳定; 在有噪声扰动情况

下,系统有较强的鲁棒性。

4　结　　语

　　本文讨论函数解析式未知情形的寻优和求根问

题。利用跟踪微分器和函数的输入输出数据,构造了

自动寻优和自动求根的非线性动态结构——寻优器

和求根器。数值仿真研究结果表明,本文提出的寻优

器和求根器结构简单,实现容易,且稳定性好,鲁棒

性强。这里研究的是单变量函数情形,至于多变量函

数的优化及多元方程求根问题,有待进一步的研究。

我们认为,跟踪微分器在多变量问题求解中仍将发

挥重要的作用。

参 考 文 献
1　S K Ko rovin, V IU tk in. T he use of the sliding mode in

sta t ic op tim ization p rob lem s. A uto R emo te Contro l,

1972, (4) : 50_ 60

2　S K Ko rovin , V I U tk in. U sing sliding modes in sta t ic

op tim ization and nonlinear p rogramm ing. A utom atica,

1974, 10: 525_ 532

3　陈翰馥, 朱允民 1随机逼近 1上海: 上海科学技术出版

社, 1996

4　韩京清,王伟 1非线性跟踪—微分器 1数学与系统科学.

1994, 14 (2) : 177—183

5　韩京清,王伟 1非线性跟踪—微分器的另一种形式 1见:

全球华人智能自动化与智能控制大会论文集 1 北京,

1993. 2355- 2362

6　韩京清,袁露林 1跟踪微分器的离散形式 1数学与系统
科学, 1999, 19 (3) ; 268—273

作 者 简 介
　　韩京清　男, 1937年生。 1958年毕业于吉林大学数学

系, 1963—1966 年在前苏联莫斯科大学数学系攻读研究生

学位,现为中国科学院数学与系统科学研究院研究员。主要

学术方向为最优控制理论,导引理论,线性、非线性控制,控

制系统CAD 软件,人口论。

　　侯增广　男, 1969年生。1997年在北京理工大学获博士

学位, 1997至 1999年在中国科学院系统科学研究所做博士

后研究,现为中国科学院自动化研究所副研究员。目前主要

研究兴趣为控制系统非线性设计,最优化方法与机器人控制

技术。

第 15 卷 第 3 期 韩京清等:利用跟踪微分器构造未知函数的寻优器及求根器 367


