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摘　要　特定 Mamdani模糊系统是指采用模糊单点作为规则后件的多输入单输出 Mamdani模糊系

统。在每个输入变量的模糊子集满足一致性以及隶属函数连续且分段可微的条件下, 证明了特定 Mam-

dani模糊系统是通用逼近器。在此基础上,进一步给出了特定 Mamdani模糊系统一致逼近紧致集上任

意连续实函数的充分条件。

关键词　特定 Mamdani模糊系统, 通用逼近性,连续实函数,多项式, 充分条件

分类号　TP 273. 4

Universal Approximation of Special Mamdani Fuzzy Systems

Zeng K e, Xu W enli, Zhang N aiyao

( T singhua Univ ersity)

Abstract　Special Mamdani fuzzy systems a re multi-input sing le-output Mamdani fuzzy sy stems w it h

fuzzy sing letons as rule consequent . U nder the condition that functions are continuous and piecewise

differ entiable, it is pro ved t hat special Mam dani fuzzy systems a re univ er sal appro x imato rs. A sufficient

condit ion is g iv en fo r t he special Mamdani fuzzy sy stems to unifo rmly approx imat e any r eal cont inuous

function on a compact set.
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1　引　　言

　　从数学上看,模糊系统实现的是从输入论域到

输出论域的函数映射。模糊系统的通用逼近性是指

模糊系统是否能以任意精度逼近紧致集上的任意连

续实函数。当模糊系统用作辨识时,通用逼近性决定

了它能否逼近任意连续的非线性动态模型; 当模糊

系统用作控制时,通用逼近性决定了它能否逼近任

意连续的非线性控制曲线。可以认为,模糊系统的所

有理论研究和实际应用都是建立在模糊系统通用逼

近性的基础上,因此,研究模糊系统的通用逼近性无

论在理论上还是在应用中都有重要的意义。

对 Mamdani模糊系统通用逼近性的研究已取

得很大进展[ 1～10] ,但这些成果都是在对 Mamdani模

糊系统进行不同程度限制的基础上得到的, 如采用
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模糊单点作为规则后件[ 1～10] ,采用高斯隶属函数[ 1]、

伪梯形隶属函数
[ 2]
、min算子

[ 3]
等。

虽然已有较多文献研究了 Mamdani模糊系统

的通用逼近性, 但对 Mamdani模糊系统一致逼近紧

致集上任意连续实函数的充分条件研究得还很不

够,目前可以查到的文献仅有 2篇[ 11, 12]。其中, [ 11]

要求每个输入变量的所有模糊子集采用具有相同形

式的隶属函数, 并对隶属函数的具体形状做了进一

步限定; [ 12]则采用伪梯形隶属函数进行研究。

传统意义上, M amdani模糊系统的规则后件是

模糊集,而本文研究的多输入单输出 Mamdani模糊

系统则采用模糊单点作为规则后件, 我们称其为特

定 Mamdani模糊系统。特定 Mamdani模糊系统可

有任意个数的输入变量, 每个输入变量可有任意个

数和任意形状隶属函数的模糊子集, 并采用普遍使

用的重心法解模糊。在每个输入变量的模糊子集满

足一致性以及隶属函数连续且分段可微的条件下,

本文将证明特定 Mamdani模糊系统是通用逼近器;
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在进一步限定每个输入变量的模糊子集都是广义全

交叠的条件下,给出了特定 Mamdani模糊系统一致

逼近紧致集上任意连续实函数的充分条件。

2　预备知识

　　Mamdani模糊系统的一般性定义为[ 1 ]

　R j : IF x 1 is A
j
1 and x 2 is A

j
2

　 　 and ⋯ and x n is A
j
n

　 T HEN y j = B j ,　j = 1, 2, ⋯, M　　( 1)

其中, x i ( i = 1, 2,⋯, n) 为输入变量, A
j
i和B j为模糊

子集, M 为模糊规则总数。通常 B j 取为模糊单点,即

� bj ∈U ,如果�B
j
( bj ) = 1,则对任意 z ∈U , z ≠ bj ,

�B
j
( z ) = 0,其中U 为B j 的论域。此时称由式( 1) 定

义的Mamdani模糊系统为特定Mamdani模糊系统。

对特定Mamdani模糊系统,不失一般性, 设0≤

x i ≤ 1(可用简单的线性变换将 x ∈ [ a, b] 映射到

[ 0, 1] ) , 对每个输入变量 x i( i = 1, 2,⋯, n) 定义 ni

个模糊子集, 从而规则总数为 M = ∏
n

i= 1

n i, 式( 1) 所

给的 第 j 条模 糊规则 的激 活度 为 �j ( x) =

∏
n

i= 1

�A j
i
( x i )。容易求得,特定 Mamdani模糊系统的输

出为

f FS ( x) =
∑

M

j= 1
( �j ( x) bj )

∑
M

j= 1
�j ( x)

( 2)

其中x = ( x 1 , x 2, ⋯, x n ) T ,并令 x 0≡ 1。

设输入变量 x i ( i = 1, 2,⋯, n) 的第 ki 个模糊子

集的中心点位于C
i
k
i
( k i= 1, 2,⋯, ni) ,并有0≤C

i
1 <

C
i
2 < ⋯ < C

i
n
i
≤ 1。不失一般性,设每个中心点处的

隶属度为1。对每个输入变量 x i( i = 1, 2, ⋯, n) 定义

模糊分割间距 D
i
k
i
= C

i
k
i
- C

i
k
i
- 1( k i = 1, 2,⋯, ni +

1) ,其中 C
i
0≡ 0, C i

n
i
+ 1≡1。在此基础上,可对每个输

入变量 x i ( i = 1, 2,⋯, n) 定义最大模糊分割间距

D
i
M AX = max

ni+ 1

k
i
= 1

D
i
k
i

( 3)

在 C
n[ 0, 1] 上定义的 q 次 n元多项式函数为

P q( x) = ∑
m
1

d1= 0
∑

m
2

d2= 0

⋯∑
m

n

dn= 0

�d
1
d
2
⋯d

n
x

d
11 x

d
22 ⋯x

d
nn

∑
n

i= 1

mi = q

　　定义1(一致性)
[ 2]
　称论域U上的一组模糊集

A i ( i = 1, 2,⋯, n) 是一致的,如果对某些 x 0∈U 存

在 A k ( k ∈ { 1, 2,⋯, n} ) ,使得 �A
k
( x 0 ) = 1, 且对任

意 j = 1, 2,⋯, n, j ≠ k, 均有 �A
j
( x 0) = 0。

注 1　现以人的身高为例来分析一致性的物理

意义。定义 3个模糊集“高”、“中”和“矮”, 如果这 3

个模糊集是一致的, 那么当身高对“矮”的隶属度为

1时,对“高”和“中”的隶属度均为零。从物理意义上

看,一致的要求是非常合理的,并且容易通过适当选

取隶属函数来实现。

假设1　本文研究的特定Mamdani模糊系统的

每一个输入变量的模糊集都是一致的。

假设2　本文研究的特定Mamdani模糊系统采

用的隶属函数都是连续且分段可微的。

注 2　 事实上, 已知的理论研究和工程实践中

所用的隶属函数都是连续且分段可微的。

3　特定Mamdani模糊系统

是通用逼近器

　　 下面以假设 1 和假设 2 为前提, 证明特定

Mamdani模糊系统是通用逼近器。

引理1　特定Mamdani模糊系统能以任意精度

一致逼近 C
n
[ 0, 1] 上的 q 次n元多项式函数P q( x) ,

即 �  > 0, 存在特定 Mamdani 模糊系统, 使得

‖f FS( x) - P q( x)‖∞ <  。其中无穷范数‖* ‖∞

定 义 为: 对 任 意 函 数 a( x) ,‖a( x)‖∞ =

supx∈U�a( x) � ,其中紧致集 U � R
n。

证明　( 1) 考察特定Mamdani模糊系统的每一

条模糊规则 R j ( j = 1, 2, ⋯, M ) , 它决定了特定

Mamdani模糊系统的一个特殊输入矢量 x j = ( x 1 ,

x 2,⋯, x n ) T, 其中每个分量 x i( i = 1, 2,⋯, n) 的取值

恰好等于对应的模糊子集A
j
i 的中心点,即 x i = C

i
k
i
( i

= 1, 2, ⋯, n; ki ∈ { 0, 1,⋯, ni } )。

显然, 全部这样的特殊输入矢量共有 M 个, 且

与模糊规则一一对应。记它们的集合为 S = {x j =

( C1
j
1
, C2

j
2
,⋯, Cn

j
n
) T� j = 1, 2,⋯, M ; 1≤ j i ≤ n i; i =

1, 2, ⋯, n}。

首先证明存在一组 bj ( j = 1, 2,⋯, M ) ,使得特

定Mamdani模糊系统在这M个点上的输出与 q次n

元多项式函数相等,即� x j∈S ( j = 1, 2,⋯, M ) , 有

f FS ( x j ) = P q( x j )。

注意到在假设 1的保证下, 对任意 xj ∈ S( j =

1, 2, ⋯, M ) ,有 �j ( x j ) = 1,而对任意 k≠ j , k∈ { 1,
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2, ⋯, M } ,均有 �k( x j ) = 0。从而由式( 2) 得

f FS( xj ) = bj = Pq ( xj ) ,　j = 1, 2,⋯, M

　　显然,全部 M 个这样的方程恰好求得一组 bj ( j

= 1, 2,⋯, M ) ,使得特定 Mamdani模糊系统满足

f FS ( x j ) = Pq( xj )

� x j ∈ S ,　j = 1, 2, ⋯, M

　　( 2) 在此基础上, 考察特定 Mamdani模糊系统

在任意输入 x = ( x 1 , x 2, ⋯, x n ) T 时的通用逼近性。

注意到对x的任意分量 x i ( i = 1, 2,⋯, n) , 总可以找

到下标 ki∈ { 1, 2,⋯, ni + 1} ,使得C
i
k
i
- 1≤ x i≤C

i
k
i
,

从而存在 xj = ( C
1
j
1
, C

2
j
2
,⋯, C

n
j
n
)
T
∈S ( j = 1, 2,⋯,

M ) ,使得

�x i - C
i
j
i � ≤ D

i
MAX ,　i = 1, 2,⋯, n

　　根据假设2,由式( 2) 易知函数 f FS ( x) 连续且分

段可微,注意到 f FS ( x j ) = P q( x j ) , 利用微分中值定

理,有

� f FS( x) - P q( x) � =
� f FS( x) - f FS ( xj ) + Pq ( xj ) - P q( x) � ≤
� f FS( x) - f FS ( xj ) � + �P q( x j ) - Pq( x) � ≤

max
n

i= 1
D

i
MAX∑

n

i= 1

 f FS

 x i ∞
+

 Pq

 x i ∞
( 4)

显然,  P q/  x i ∞是有限的数。另一方面, 由于函数

f FS( x) 连续且分段可微,因此  f FS /  x i ∞也是有限

的数。从而 �  > 0, 当max
n

i= 1
D

i
MAX充分小时,有

� f FS( x) - P q( x) � ≤

max
n

i= 1
D

i
MAX∑

n

i= 1

 f FS

 x i ∞
+

 Pq

 x i ∞
<  

即 �  > 0, 存在特定 Mamdani 模糊系统, 使得

‖f FS ( x) - Pq( x)‖∞ <  。(证毕)

注 3　考察特定 Mamdani模糊系统的任意第

j ( j = 1, 2,⋯, M ) 条模糊规则, 根据假设 2, 特定

Mamdani模糊系统采用的隶属函数都是连续且分

段可微的, 因此第 j 条模糊规则的激活度 �j ( x) =

∏
n

i= 1
�A

j
i ( x i ) 为连续且分段可微函数。当采用重心法

解模糊时,对任意输入矢量 x, 均有∑
M

j= 1
�j ( x) > 0,因

此式( 2) 给出的 f FS (�) 也是连续且分段可微函数。
注 4　由于 f FS (�) 是连续且分段可微函数,因

此在 f FS (�) 的所有不可微点上, f FS (�) 偏导数的上
确界存在且有界。

注 5　要求max
n

i= 1
D

i
MAX充分小,意味着要求每个

D
i
M AX充分小。根据式( 3) 易得

D
i
MAX≥

1
n i + 1

其中等号当且仅当 x i 采用均匀分布的模糊子集, 且

0 < C
i
1 < C

i
2 < ⋯< C

i
n
i
< 1时成立。从而min

n

i= 1
ni充分

大, 即每个输入变量的模糊分割数充分多是

max
n

i= 1
D

i
M AX充分小的必要条件。

定理1　特定Mamdani模糊系统能以任意精度

一致逼近紧致集 U � R
n 上的任意连续实函数

g ( x) , 即 �  > 0,存在特定 Mamdani模糊系统, 使

得‖f FS ( x) - g( x)‖∞ <  , 其中 x = ( x 1, x 2,⋯,

x n) T ,无穷范数 ‖* ‖∞的定义同上。

证明　根据Weierst rass逼近定理[ 13] ,在 U �
R

n上存在 q次 n元多项式函数P q( x) 一致逼近任意

连续实函数 g( x) , 即 �  1 > 0, 存在 Pq( x) 使得

‖Pq ( x) - g ( x)‖∞ <  1。
另一方面,�  2 > 0, 根据引理 1, 存在特定

Mamdani模糊系统,使得 ‖f FS ( x) - Pq ( x)‖∞ <

 2。不妨设  =  1 +  2 ,从而有
‖f FS ( x) - g( x)‖∞ =

‖f FS ( x) - P q( x) + P q( x) - g( x)‖∞≤

‖f FS ( x) - P q( x)‖∞ +

‖Pq ( x) - g ( x)‖∞ <

 1 +  2 =  
(证毕)

4　特定Mamdani模糊系统

一致逼近的充分条件

　　上节已证明了特定 Mamdani模糊系统是通用

逼近器,那么对于给定的任意连续实函数。每个输入

变量需要取多少个模糊子集以及如何设计隶属函

数,才能保证达到所需要的逼近精度?本节将给出一

个特定Mamdani模糊系统一致逼近的充分条件。

文献[ 14] 给出一组采用三角形隶属函数的模

糊集全交叠的定义。这里对更一般的情况定义一组

模糊集的广义全交叠。

定义 2(广义全交叠)　称论域U上的一组模糊

集 A i ( i = 1, 2,⋯, n) 是广义全交叠的, 如果以下两

个条件之一成立:

1) n = 1;

2) n ≥ 2, infS( A i ) = C i- 1, i = 2, 3,⋯, n;

supS ( A j ) = C j + 1, j = 1, 2,⋯, n - 1。
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其中, Ck 为模糊集A k 的中心点, k = 1, 2,⋯, n;

S (�) 为模糊集的支撑集 [ 15]
,即

S( A ) = { x ��A ( x ) > 0, x ∈ U}

　　注 6　如果论域U 上的一组模糊集 A i( i = 1,

2, ⋯, n) 是广义全交叠的, 则对任意 x ∈ U ,它至多

对 2个相邻模糊集A j 和A j + 1的隶属度大于零, 且此

时必有 C j ≤ x ≤ C j+ 1 , j = 1, 2,⋯, n - 1。

　　假设3　本文研究的特定 Mamdani模糊系统,

其每个输入变量的模糊子集都是广义全交叠的。

　　 以假设 1 和假设 3 为前提, 可推得特定

Mamdani模糊系统一致逼近的充分条件。

　　引理 2　如果特定 Mamdani模糊系统的所有

输入变量定义为 n0个均匀分布的模糊子集,则对任

意给定 q次 n元多项式函数 P q( x) 和  > 0,存在特

定 Mamdani模糊系统, 使得当 n0 > 1
 ∑

n

i= 1

 Pq

 x i ∞

时,有‖f FS ( x) - P q( x)‖∞ <  。
证明略。

定理2　如果特定Mamdani模糊系统的所有输

入变量定义为 n0个均匀分布的模糊子集,则对紧致

集 U∈R
n
上任意连续实函数 g( x) 和 > 0,存在特

定 Mamdani模糊系统, 使当 n0 >
�

 -  1∑
n

i= 1

 Pq

 x i ∞

时,有‖f FS ( x) - g( x)‖∞ <  。其中� = m in�b -
a� ,使得 C[ U ] ! C

n
[ a, b] , C[ U ] 为在U上定义的全

部连续实函数的集合; 0 <  1 <  , 且有‖g( x) -

Pq ( x)‖∞ <  1。
证明略。

5　结　　语

　　模糊系统的通用逼近性具有重要的理论和实际

意义。本文研究采用模糊单点作为规则后件的特定

Mamdani 模糊系统的通用逼近性, 证明了特定

Mamdani 模糊系统是通用逼近器, 并给出特定

Mamdani模糊系统一致逼近紧致集上任意连续实

函数的充分条件。
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