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摘　要　研究相似组合大系统的二次镇定问题, 利用系统的特殊结构导出其二次可稳的条件及(分散)

状态反馈控制律律的求解方法。其特点是只需求解两个低阶 Ricca ti方程或不等式, 大大简化了控制器

的设计。
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Abstract　 The st ability problems fo r similar composite systems are dissussed. T he conditionr s of

quadratic stabilization and/ or decentr alized quadratic stabilization ar e giren, and the method of design-

ning st ate feedback contr ol law is pr esented. The propo sed method sim plified the design o f contr oller .

Only tw o low er0order R icca ti equat ions re needed to be sdved in the decign pro cedure.
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1　引　　言

　　相似组合系统广泛应用于生物系统、社会系统

和管理系统等实际系统中。例如要建一个大的工程

系统常用策略是制造几种较小的部件, 然后用互联

块把子系统块联接起来,以完成大系统的功能[ 1]。再

如一个多机电厂由 N 个相同的发电机组均衡互联

构成,以互相交换电力,而电厂又可与一个较大的电

力系统相联[ 2, 3]。

相似组合系统的基本结构特征是相应的子系统

矩阵和耦合矩阵分别具有相似结构, 耦合矩阵每个

位置的元素有界, 由这些元素的界形成的矩阵也具

有相似结构。近年来, 许多学者用代数 Riccati方程

方法研究线性系统的二次可稳性问题, 得到一些研

究成果
[ 4～6]
。特别是文献[ 7] 对具有绝对值有界的耦

合矩阵线性系统给出了二次可稳的条件, 但由于系

统的高维性,直接应用[ 7] 的结果非常困难。

本文利用相似组合系统特殊的结构特征, 不仅

导出其二次可稳的条件, 而且导出其(分散) 状态反

馈控制律的求解方法。

2　标记与引理

　　本文考虑的相似组合大系统是由 N 个相同子

系统和一个外部系统通过相似的方式互联而成。相

似组合系统的数学描述为

x
�= ( A + H ) x + Bu ( 1)

其中

x ( t) = x = [ x
T
0　x

T
1　⋯　x

T
N ]

T

x 0 = x 0( t ) ∈ R
n
0, 　x i = x i( t) ∈ R

n

u( t ) = u = [ uT0　uT
1　⋯　uTN ] T

u0 = u0( t ) ∈R
m
0 ,　u i = ui ( t) ∈ R

m
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　 　 　A =

A 0 L 0 L 0 ⋯ L 0

M 0 A 1 H 1 ⋯ H 1

M 0 H 1 A 1 ⋯ H 1

� � � � �
M 0 H 1 H 1 ⋯ A 1

( 2)

B = diag [ B 0　B 1　⋯　B1] ( 3)

H =

0 F 1 F2 ⋯ F N

U 1 0 H 12 ⋯ H 1N

U 2 H 21 0 ⋯ H 2N

� � � � �
UN H N 1 H N 2 ⋯ 0

( 4)

满足

 ( F i) ls < ( E1 ) ls,　 ( U i) ls < ( E 2) ls

 ( H ij ) ls < ( E4 ) ls

式中, i = 1,⋯, N ; j = 1,⋯, N ; l = 1,⋯, n; s =

1, ⋯, n。

寻找E 0, E 3使得

E =

E0 E 1 E 1 ⋯ E1

E2 E 3 E 4 ⋯ E4

E2 E 4 E 3 ⋯ E1

� � � � �
E2 E 4 E 4 ⋯ E3

是正定矩阵。

记

A m = A 1 - H 1 ,　B p = diag [ B 0　B 1]

Q p = diag[ I n0　N I n] ,　A p0 = A 1 + ( N - 1) H 1

A p =
A 0 N L 0

M 0 A 1 + ( N - 1) H 1

E p =
E0 N E1

E2 E3 + ( N - 1) E4

E m = E 3 - E4 ,　E p0 = E 3 + ( N - 1) E 4

称方程( 1) 描述的系统为 � u。

定义1　称系统�u (其中u( t ) = 0) 是二次稳定

的,是指存在一个对称正定矩阵 P 和一个常数 �>
0, 使得对于所有的 ( x , t) ∈ R

n
0
+ N

n × RLyapunov

函 数 V ( x ) = x
T 的 导 数 满 足 V

�( x , t ) ≤

- �‖x‖2。

定义 2
[ 3]　称由方程( 1) 描述的系统是可通过

线性状态反馈二次可稳的, 是指存在一个状态反馈

控制 u( t ) = - K x ( t ) ,使得寻致闭环系统是二次稳

定的;如果 K 具有对角结构, 则称系统是分散二次

可稳的。

设

Y ( A , P ,  ) = A
T
P + PA - P( BB

T
-  I ) P +

n
 diagH

T +  I ( 5)

如果将耦合矩阵的元素看成不确定的, 则据文献[ 7]

中定理 1可得如下结果:

引理 1　如果存在  > 0及正定对称矩阵 P, 使

得 Y ( A , P ,  ) = 0, 则系统 � u的闭环系统是二次可

稳的,并且状态反馈控制律为 u = - B
T
Px。

引理 2　设矩阵X ∈ R
l×s , Y ∈ R

l×s ,  > 0, 则

有

X
T
Y + Y

T
X ≤  X T

X +
1
 Y

T
Y

　　引理 3　如果 A < B,则 A
T
A ≤ndiag( B T

B )。

通过计算可得如下引理:

引理 4

T ( l, f , 1) =
I l 0

0 I f
∈ R

(l + f )×( l+ f )

T ( l, f , s) =

I l 0 0 0 ⋯ 0

0 I f - I f - I f ⋯ - I f

0 I f I f 0 ⋯ 0

0 I f 0 I f ⋯ 0

� � � � �
0 I f 0 0 ⋯ I f

∈

R
( l+ f

s
)×( l+ f

s
) ( 6)

令 T = [ T ( 0)　T ( 1)　⋯　T ( N - 1) ] ∈

R
( n

0
+ N

n
)×( n

0
+ N

n
) ( 7)

其中

T ( i) = diag [ T ( n0 , n, ( N - i ) )　I n　⋯　I n ]

T
- 1
A T = diag [ A p　A m　⋯　A m]

T
- 1
H T = diag [ Ep　Em　⋯　E m]

T
T
H T = diag [ Ep　N ( N - 1) E m⋯ 6E m　2Em]

T
T
BT = diag [ B0　N ( N - 1) B 1 ⋯ 6B 1　2B1 ]

T
- 1
BT = diag B0　

1
N
B1　⋯　

1
6
B 1　

1
2
B1

T ( n0, n, ( N - i) ) 由工( 6) 给出。

尽管引理1给出一个关于系统�u闭环系统二次
可稳的充分条件,但由于涉及高阶代数 Riccati方程

的求解, 所以这一条件的检验及反馈控制律的求解

都非常困难。为此, 下面给出容易检验的条件以及

(分散) 状态反馈控制律的求解方法。

3　主要结果

　　设
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Y p ( A p , Pp ,  ) =

A
T
pP p + P pA p - P p ( BpB

T
p -  I ) Pp +

n
 diagE

T
p Ep +  Qp ( 8)

Ym = ( A m, P m,  ) =

A
T
mP m + P mAm - Pm( B 1B

T
1 -  I ) P m +

n
 diagE

T
mEm +  Qn ( 9)

　　定理 1　对于由方程( 1) 描述的系统 �u , 如果
存在  > 0,正定对称矩阵 P m∈ R

n×n
,以及

Pp =
P 00 P01

P 10 P11
∈ R

(n
0
+ n)×( n

0
+ n)

使得

Ym( A m, Pm,  ) = 0

Y p ( A p , P p ,  ) = 0
( 10)

则系统 � u的闭环系统是二次可稳的,并且状态反馈

控制律为u = - B
T
Px。其中

P =

g00 g01 g01 ⋯ g01

g10 g11 g12 ⋯ g12

g10 g12 g11 ⋯ g12

� � � � �
g10 g12 g12 g12 g11

( 11)

式中

g00 = P 00 , g01 =
1

N P01
, g10 =

1
N P10

g11 =
P 11 + N ( N - 1) P m

N
2 , g12 =

P11 - N P m

N
2

　　证明　由矩阵P的定义( 11)知P是对称的,利

用引理 4定义的 T ,有

T
T
PT = diag [ Pp　N ( N - 1) P m　⋯　6P m　2P m]

由定理1的假设, Pp , Pm > 0, 对称矩阵P是正定的。

则由引理 2,引理 4可得

T
T
Y ( A , P) T =

T
T
A

T
( T

T
)
- 1
T

T
PT + T

T
PT T

- 1
A T -

T
T
PT T

- 1
( BB

T
-  I ) ( T - 1

)
T
T

T
PT +

n
 T

T ( diagET
E +  I ) T =

diag [ Y p ( A p , P p )　N ( N - 1) Ym( Am, P m)

⋯　2Ym( Am, P m) ] = 0

　　由于矩阵是非奇异的,所以Y ( A , P ) = 0。由引

理 1可推出系统 �u 是二次稳定的。(证毕)

定理2　对于由方程( 1)描述的系统�u ,如果存

在 > 0,正定对称矩阵Pm∈R
n×n
及P 0∈R

n
0
×n

0, 使

得

Ym( A m, P m,  ) ≤ 0

Y p ( A p , P p ,  ) ≤ 0
( 12)

其中, Pp = diag [ P0　N P m] ,则系统 �u的闭环系统
是分散二次可稳的, 并且分散状态反馈控制律为

K = - diag [ BT
0 P0　BT

1P m　⋯　BT
1 Pm] ( 13)

　　证明类似于定理 1的证明。

推论1　假定系统� u不含外部系统,如果存在 
> 0,正定对称矩阵P m ∈ R

n×n及 Pp 0∈ R
n×n, 使得

Ym( A m, P m,  ) = 0

Ym( A p
0
, P p

0
,  ) = 0

( 14)

其中A P
0 = A 1 + ( N - 1) H 1 ,则系统� u的闭环系统

是二次可稳的,并且状态反馈控制律u = - B
T
P* x。

其中

P* =

h1 h2 ⋯ h2

h2 h1 ⋯ h2

� � � �
h2 h2 ⋯ h1

h1 =
1

N [ P p
0
+ ( N - 1) Pm]

h2 =
1

N ( P p
0
- P m)

　　证明类似于定理 1的证明。

推论2　假定系统� u不含外部系统,如果存在 
> 0,正定对称矩阵P m ∈ R

n×n, 使得

Ym( A m, P m,  ) ≤ 0

Ym( A p
0
, P m,  ) ≤ 0

( 15)

其中A p
0
= A 1 + ( N - 1) H 1 ,则系统� u的闭环系统

是分散二次可稳的, 并且分散状态反馈控制律为

K = - diag[ BT
1P m　⋯　BT

1P m] ( 16)

证明类似于定理 2的证明。

4　结　　论

　　本文给出了系统 � u是二次可稳的及分散二次

可稳的检验条件和反馈控制律的求解方法, 其特点

是只需求解两个低阶的 Riccat i方程或不等式。此

外, 本文给出的定理并未因计算方法上的简化而带

来新的保守性。

(下转第 468页)
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图 2　最小方差控制系统的响应曲线　　　　　　　图 3　最小方差神经控制系统的响应曲线

输入为 u = u0 + !u, u0为标称模型( 4. 1) 的控制器

( 4. 3)。

本文对实际系统( 4. 2) (  = 0. 6) 分别在最小方

差控制和最小方差神经控制下, 对方波信号(幅值为

±5,周期为100) 的跟踪情况进行仿真,其结果如图

2和图 3所示。

　　由仿真结果可以看出,当系统存在非线性不确

定性时,基于线性模型的最小方差控制的响应曲线

振荡较大,控制效果不佳。而本文提出的最小方差神

经控制通过神经网络的补偿作用,使得系统响应快,

稳态误差小, 具有较强的鲁棒性和良好的动态响应。
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