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摘　要　提出一种将凸优化算法和投影原理相结合的降阶控制器设计新方法。证明了降阶控制器保证

系统稳定的一个充分条件,并给出了投影误差引起的系统性能变化的范围估计。该方法为系统的 H ∞ 性

能指标与控制器期望阶次间的折中设计提供了一条可行途径。
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Abstract　A new method using convex optimiza tion and pro jection is propo sed to design the low -o rder

cont ro ller . A sufficient condition to guar antee closed-lo op stabilization is pro vided, and the change of

per formance from project ion err or is estimat ed. T her e is a tr ade-off way betw een the order o f cont ro ller

and H ∞ perfo rm ance. A sim ulation example show s the advant ages o f this method.
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1　引　　言

　　考虑如下线性时不变连续动态系统及其输出

反馈控制器

�p :

x
�= Ax + B 1w + B2u

z = C1x + D 11w + D 12u

y = C2x + D 21w

� c:
x
�
c = A cx c + B cy

u = Ccx c + D cy

( 1)

其中, x ( t) ∈ R
n
是广义对象的状态向量, u( t) ∈R

n
u

是控制输入, w ( t) ∈ R
n
w 是外部输入, z ( t ) ∈ R

n
z 是

被调节输出, y ( t) ∈R
n
y 是测量输出, x c∈R

k
是控制

器状态向量。

给定一个正数 �, 寻找一个 k 阶控制器, 使

闭环系统内稳定 , 且从w 到 z 的传递函数满足
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‖P z w‖∞ < �。

　　定理 1
[ 1, 2]　 下列叙述是等价的:

　　1) 存在一个 k 阶 H ∞次优控制器;

2) 存在对称矩阵 X > 0和 Y > 0,使得

B 2

D 12

⊥
A X + XA

T + B 1B
T
1 X C

T
1

C1X - �I
B 2

D 12

⊥T

< 0

( 2)

C
T
2

D
T
21

⊥
YA + A

T
Y + C

T
1 C1 YB 1

B
T
1Y - �I

C
T
2

D
T
21

⊥T

< 0

( 3)

X I

I Y
≥ 0 ( 4)

rank
X I

I Y
≤ n + k ( 5)

其中, E⊥定义为 E
⊥
E = 0且E

⊥
E
⊥T > 0, ET 表示

E 的共轭转置, k 为降阶控制器的阶次。

全阶控制器( k = n) 的求解是一个凸优化问题,
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式( 5) 自然满足。但对降阶控制器( 0 < k < n) 的情

况, ( X , Y ) 的求解不再是凸的, 因为秩条件( 5) 在参

数空间( X , Y ) 非凸。该问题可用如下的非凸优化描

述。

minim ize
X , Y> 0

rank
X I

I Y
( 6)

满足 LMI 约束: ( 2) ～ ( 4) ( 7)

对于这样的非凸优化问题, 目前还没有找到一般的

解决方法。

2　主要结果

　　为了避开非凸问题的求解, 考虑如下问题: 对

于对称矩阵 M ≥ 0, 有∑
n

i= 1

 i = trace(M ) ,其中  i 为

M 的第 i个奇异值。可以看出, t race(M ) 的值越小,

M 的秩就可能越小。因此进行如下优化

minimize
X, Y> 0

t race
X I

I Y
( 8)

满足 LIM 约束: ( 2) ～ ( 4) ( 9)

　　文献[ 3] 给出了保证这两种最优化问题等价的

条件,即保证可行解集合是超半网格结构。但在一般

情况下这一条件不满足, 由式( 8) , ( 9) 优化得到的

结果有一定的保守性。如要得到阶次更低的控制器,

则需用到下面的推论:

推论1
[ 4]　设 W ∈! n , ! n是半正定对称矩阵的

集合, 令W = U�V T
是 W 的奇异值分解。则W 向集

合R≡ {W ∈ ! n�rankW = k} 的投影由 W
*

=

U� kV
T 给出。其中 � k是 � 中n - k个最小奇异值用

零代替后得到的对角阵。

定理 2　 设( X , Y ) 是满足线性矩阵不等式( 2)

～ ( 4) 的一组可行解。记M = X - Y
- 1≥ 0,其奇异

值分解为M = U� V T,其中� = diag (  1,  2 ,⋯,  n) ,
 1≥ 2≥⋯≥  n。记M

* 是M 向秩为 k的参数空间

的投影,即M = M
* + E, E = Udiag( 0,⋯, 0,  k+ 1,

⋯,  n) U T。当  k+ 1满足如下不等式

-  k+ 1C
T⊥
2 [ E-A + A

T
E
-] C

T⊥T
2 < ∀I ( 10)

时,则由 M
* 得到的 k 阶控制器仍能保证闭环系统

稳定,其中 ∀> 0且满足

C
T⊥
2 [ YA + A

T
Y ] CT⊥T

2 ≤- ∀I < 0

E
- = ( Y

- 1
+ E )

- 1
[ I - ( Y

- 1
+

　 E)
- 1
E]

- 1
( Y

- 1
+ E )

- 1

　　证明　设被控对象和控制器状态方程如式( 1)

所示,其闭环系统状态矩阵为

A cl =
A + B 2D cC2 B 2Cc

BcC2 A c

=

A 0

0 0
+

B 2 0

0 I n

D c Cc

Bc A c

C2 0

0 I n
=

A 0 + B 0GC0 ( 11)

式中, G =
D c Cc

Bc A c

是控制器参数矩阵, 其余矩阵

只与开环对象参数有关。由 Lyapunov 稳定性理论

知,系统稳定的充要条件是存在一个正定矩阵 P, 使

得

A clP + PA
T
c l < 0 ( 12)

　　设已知存在 P 满足式( 12) ,现证投影有误差时

得到的 P
* 仍然满足系统稳定的条件。设( X , Y ) 满

足式 ( 2) ～ ( 4) , 记 ( X - Y
- 1) 的投影为 ( X -

Y
- 1) * ,由文献[ 2] 知, P 及P

* 的构造如下

P =
X P 12

P
T
12 P 22

,　P
*

=
X P

*
12

P
* T
12 P

*
22

其中, P 12, P 22和P
*
12, P *

22分别是满足 P12P
- 1
22 P

T
12 = X

- Y
- 1≥ 0和P

*
12P

* - 1
22 P

* T
12 = ( X - Y

- 1) * ≥0的任

意正定矩阵。为计算方便, 一般取 P 22 = I n, P *
22 =

I k ( n > k)。将式( 11) 代入( 12) ,得

A 0P + PA
T
0 + B 0GC0P + ( B0GC0P )

T
< 0

( 13)

　　记

Q = A 0P + PA
T
0 ,　C = C0P ,　B = B 0

则式( 13) 变为

Q + BGC + C
T
G

T
B

T < 0 ( 14)

式( 14) 可解等价于下面的不等式可解 [ 4]。

B
⊥
QB

⊥T < 0,　C
T⊥

QC
T⊥T < 0 ( 15)

B
⊥
QB

⊥T = B
⊥
0 ( A 0P + PA

T
0 ) B⊥T

0 =

B
⊥
2 ( A X + XA

T
) B

⊥T
2 < 0 ( 16)

式( 16) 与P 无关,因此当P 满足式( 16) 时, P * 也满

足式( 16)。

由于系统稳定时有C
T⊥

QC
T⊥T

< 0,故一定存在

一个 ∀> 0,使得 C
T⊥
QC

T⊥T
≤- ∀I < 0, 即

C
T⊥

QC
T⊥T

= ( PC
T
0 )
⊥
Q ( PC

T
0 )
⊥T

=

C
T⊥
2 [ ( X - P 12P

T
12) - 1

A +

A
T
( X - P12P

T
12 )

- 1
] C

T⊥T
2 ≤- ∀I < 0 ( 17)

因为

P 12P
T
12 = X - Y

- 1 = Udiag(  1 ,⋯,  n) U T =

( X - Y
- 1

)
*

+ E = P
*
12P

* T
12 + E ≥ 0 ( 18)

其中

E = Udiag ( 0,⋯, 0,  k+ 1 ,⋯,  n) U T
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( X - Y
- 1

)
*

= Udiag (  1,⋯,  k, 0,⋯, 0) U
T

则

( X - P12P
T
12 ) - 1 =

( X - P
*
12P

* T
12 ) - 1 + ( X - P

*
12P

* T
12 ) - 1

E ×

[ I - ( X - P
*
12P

* T
12 ) - 1

E ] - 1( X - P
*
12P

* T
12 ) - 1

代入式( 17) 得

C
T⊥

QC
T⊥T = C

T⊥
2 [ ( X - P

*
12P

* T
12 ) - 1

A +

A
T( X - P

*
12P

* T
12 ) - 1] CT⊥T

2 +

C
T⊥
2 ( E 1A + A

T
E1 ) CT⊥T

2 ≤

- ∀I < 0 ( 19)

式中

E1 = ( Y
- 1

+ E)
- 1
E[ I - ( Y

- 1
+

E ) - 1
E ] - 1 ( Y - 1 + E) - 1≤

 k+ 1 ( Y - 1 + E ) - 1[ I - ( Y - 1 +

E )
- 1
E ]

- 1
( Y

- 1
+ E)

- 1

　　记

E- = ( Y - 1 + E) - 1 [ I - ( Y - 1 +

E ) - 1
E ] - 1 ( Y - 1 + E) - 1

由式( 19) 知,当

-  k+ 1C
T⊥
2 [ E-A + A

T
E
-] CT⊥T

2 < ∀I ( 20)

成立时,有C
T⊥

QC
T⊥T < 0,此时由P

* 构成的 k阶控

制器能保证闭环系统稳定。(证毕)

定理 3　如果记

B2

D 12

⊥T

=
W 1

W 2

,　
C

T
2

D
T
21

⊥T

=
U 1

U 2

X
* 和( Y - 1) * 分别为 X 和 Y

- 1 的投影, Ex = X -

X
* , E x = Y

- 1- ( Y - 1 ) *。则由投影误差引起系统的

H ∞性能变化为

#�≤ max {#�x , #�y } ( 21)

式中

#�x ≤- [W
T
2 W 2]

- 1
[W

T
1 ( AE x + E xA

T
)W 1 +

　　　W
T
2C1ExW 1 + W

T
1 ExC

T
1W 2 ]

#�y ≤- [ U
T
2U 2 ]

- 1
[ U

T
1 ( A Ey + E yA

T
) U 1 +

　　　U
T
2 C1EyU 1 + U

T
1EyC

T
1U 2 ]

　　证明　将X , Y - 1及其投影X
* , ( Y - 1) * 分别代

入式( 2) , ( 3) 并相减,得

W 1

W 2

T
A Ex + E xA

T + B 1B
T
1 E xC

T
1

C1E x #�x I
W 1

W 2

< 0

( 22)

U 1

U 2

T
AE y + EyA

T
+ B1B

T
1 EyC

T
1

C1Ey #�yI

U1

U2
< 0

( 23)

将上面二式分别展开并整理,即可得到所证结果。

(证毕)

3　算　　例

　　 已知受控对象为某变频调速电动机 -发电机

组
[ 5]
。线性化后,对象的数学模型为

G′( s) =

1. 6
0. 4s2 + 8s + 16

0

1. 6I FO

0. 4s
2
+ 8s + 1. 6

∃GO

s + 1

其中, I FO = [ 0. 2, 1. 0] , ∃GO = [ 0. 2, 1. 0]。考虑乘性

摄动, 取与文献[ 5] 相同的加权矩阵, 其全阶最优

H ∞控制器为 5阶。

利用本文方法, 在投影误差为零时得到保持最

优H ∞性能的3阶控制器,当投影误差为1. 006 5和

2. 132 7时,分别得到2阶和1阶控制器,闭环阶跃响

应如图1所示。图中 y 1代表输出电压的幅值, y 2代表

输出电压的频率, k c为控制器的阶次。由于 y 2在 3种

情况下的响应曲线几乎重合,这里只给出 y 1 的响应

曲线。图中曲线 � : I FO = 0. 2, ∃GO = 0. 2, kc = 3; 曲

线� : I FO = 0. 2, ∃GO = 0 . 2, kc= 2; 曲线 : I FO =

0. 2, ∃GO = 0. 2, kc = 1。

图 1　闭环输出仿真结果

　　从图中可以看出, 3 阶控制器控制效果好, 2阶

和 1阶控制器仍能使系统稳定,但稳态误差增大。如

果实际情况允许性能指标放宽,可考虑采用2阶或1

阶控制器。

4　结　　语

　　本文提出一种基于凸优化和投影原理的降阶控

制器设计, 同时证明了降阶控制器保证系统稳定的

一个充分条件, 并给出投影误差引起的系统性能变

化范围。用该方法既能设计保持H ∞性能的降阶控

制器,也可设计更低阶次但性能指标放宽的控制器,

为性能指标与控制器阶次之间的折中设计提供了一

条可行途径。设计实例说明了本文方法的有效性。

(下转第 484页)
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%=
%min( Q ) - 2 %max ( P)

2%max ( P )
> 0

　　显然,由式( 14) 可得lim
t→∞
�y - y d� = 0, 即闭环

系统的输出 y ( t) 渐近跟踪期望轨迹 y d ( t) , 并且状态

&有界。由文献[ 6]知,不可观测状态∋也是有界稳定
的。结合状态 &的有界性, 即得系统( 10) 的状态有

界。再由 T
- 1
是微分同胚, 即知系统( 1) 和控制器

( 9) 构成的闭环系统是状态有界的。(证毕)

4　结　　语

　　在实际工程中, 对非线性系统建立精确的模型

常常较为困难甚至是不可能的, 因此研究不确定条

件下非线性系统的控制问题具有重要的实际意义。

本文针对一类具有非匹配不确定性的非线性时变系

统,通过引入非线性时变系统的相对阶,探讨了系统

的输出跟踪鲁棒控制问题,设计了一种基于标称系

统和不确定性上界的连续型鲁棒输出跟踪控制器。

利用该方案设计的控制器不仅可保证整个闭环系统

是一致有界稳定的, 而且闭环输出可以渐近跟踪期

望的轨迹。
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