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摘　要　对连续时间非线性最优控制问题提出了基于双线性二次型问题的 DISOPE 算法。在模型与实

际存在差异的情况下,通过求解修正的基于双线性模型的优化问题和参数估计问题,给出了实际问题的

最优解。提出了求解非齐次双线性二次型问题的迭代算法,分析了该算法的收敛性。仿真结果表明该算

法比现有算法有更好的收敛特性。

关键词　双线性模型,非线性动态系统, 迭代算法,收敛性

分类号　TP 273

DISOPE Algorithm of Optimal Control Based on Bilinear Model

for Nonlinear Continuous-time Systems

L i Junmin, X ing K ey i

( X idian Univ ersity )

　W an Baiw u

　( Xi′an Jiao tong Univ ersit y)

Abstract　The alg or ithm of optimal contro l for cont inuous-time nonlinear dynamic sy st ems, w hich is

called t he dynamic integ rat ed sy st em optimization and par ameter est imation ( DISOPE) , w as pr oposed

acco rding to the differ ences bet ween real sy st em and it r epr esent ed bilinear model. T he optimal solution

o f rea l contro l can be obtained by means o f it eratively solving t he optimization problem based on bilinear

model and par ameter estimat ion pr oblem . An iter ativ e algo rithm for solving non-homogenous bilinear-

quadratic problem is also g iv en, and t he conver gence o f the alg or ithm is pro ved. The simulation exam-

ple shows that t he a lg or ithm has better conver gent featur es than ex ist ing algo rithm.
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1　引　　言

　　Roberts 对非线性最优控制问题提出一种动态

系统优化与参数估计集成( DISOPE)方法
[ 1, 2]
。该方

法通过迭代求解系统优化与参数估计问题, 不管模

型与实际的差异, 能获得实际问题的最优解。文献

[ 3]对离散时间非线性最优控制问题,提出了基于双

线性模型的动态系统优化与参数估计集成算法。

本文针对连续时间双线性模型及其代表的实际

对象之间存在的差异, 提出一种基于双线性模型的

DISOPE算法,通过迭代求解修正的基于双线性模型
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的优化问题和“点”参数估计问题,得到实际问题的

最优解。在 DISOPE 算法的每次迭代中,需要求解

一个非齐次双线性两点边值问题,而此问题的求解

尚无有效的方法。针对这一困难,本文推广了文献

[ 4]的算法,对连续时间非齐次双线性二次型问题提

出一种迭代算法, 从而使所提出的基于双线性模型

的DISOPE 算法在计算上易于实现。仿真实例表明

本文算法具有较好的收敛特性。

2　基于双线性模型的 DISOPE算法

　　考虑实际非线性最优控制问题

min �( x ( tf ) ) +∫
t
f

t0

L
* ( x ( t) , u( t ) , t ) dt

s. t . x
�( t ) = f

* ( x ( t) , u( t ) , t )
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　　x ( t 0) = x 0 ( 1)

其中, L
*
( �, �, �) : Rn

× R
m
×R→R 是实际性能指

标, f
*
(�, �, �) : Rn

× R
m
× R → R

n
是实际动态;

x ( t ) , u( t) 分别为n维和m维状态和控制向量, x 0为

已知的初始状态, tf 为终止时间。

由于 f
*
, L

*
的复杂性,问题( 1) 是难以求解的。

考虑如下简单的基于双线性模型的优化问题

min
1
2

x
T
( tf ) � x ( t f ) + 2 ( t f ) +

　　
1
2∫

t
f

t
0

[ uT ( t ) Ru( t) + x
T ( t) Qx ( t ) + 2 ( t ) ] dt

s. t . x
�( t) = A x ( t ) + Bu( t) + { x ( t) N }u( t ) +

　 　 　　!( t ) ,　x ( t0 ) = x 0 ( 2)

这里

{ x ( t) N } = ∑
n

j= 1
x j ( t ) N j ,　N j ∈ R

n×m

!( t) ∈ R
n,  ( t) ∈ R 是连续的漂移参数。

定义一个与问题( 1) 等价的扩展优化控制问题

min
1
2 x

T
( t f ) � x ( t f ) + 2 ( tf ) +

　　
1
2∫

t
f

t
0

[ u
T
( t ) Ru( t ) + x

T
( t ) Qx ( t) + 2 ( t) +

　　r 1‖u( t ) - v ( t)‖
2
+ r 2‖x ( t) - z ( t )‖

2
] dt

s. t .

x
�( t ) = A x ( t) + Bu( t ) + { x ( t ) N } + !( t)

f
* ( z ( t ) , v ( t) , t ) =

A z ( t ) + Bv ( t ) + { z ( t ) N } + !( t)
L

*
( z ( t ) , v ( t ) , t ) =

1
2
( vT ( t) R v ( t ) + z

T( t ) Qz ( t) + 2 ( t) )

u( t) = v ( t) , 　x ( t ) = z ( t) ,　x ( t0) = x 0

( 3)

其中, r 1和 r 2的比例项是惩罚项, z ( t) , v ( t) 的引入

分离了模型优化问题和参数估计问题。

对式( 3) 应用极大值原理可得如下最优性必要

条件

x
�( t ) = Ax ( t) + Bu( t ) + { x ( t ) N }u( t) + !( t)

u( t) = - R
- - 1

[ ( B + { x ( t) N } )
T
p ( t)

　　　 - ∀( t ) - r 1v ( t) ]

p
�( t) = - Q

-
x ( t ) - A

T
p ( t ) -

　　　
�[ p ( t ) T{ xN }u] T

�x ( t ) + #( t ) + r2z ( t)

x ( t 0) = x 0 ,　p ( t) = � x ( tf )

( 4)

　　!( t) = f
*
( z ( t ) , v ( t) , t ) - Az ( t) -

　　 　　　Bv ( t) - { z ( t ) N } v ( t) ( 5)

#( t) = A +
�( { z ( t) N } v ( t ) )

�z ( t) -
�f *

�z ( t)

T

×

　　　p
~( t) + ( Qz ( t) - �L *

/ �z ( t) )

∀( t ) = B + { z ( t ) N } -
�f *

�v ( t)

T

p
~( t ) +

　　　 ( Rv ( t) - �L *
/ �v ( t) )

z ( t) = x ( t) ,　v ( t ) = u( t ) ,　p
~( t ) = p ( t )

( 6)

其中, Q- = Q + r2I n , R- = R + r1I m; p ( t ) ∈ R
n
是协

状态向量, ∀( t) ∈ R
m, #( t ) ∈ R

n是修正乘子; p~( t )

的引入是为了分离模型优化问题和修正乘子的计算

问题。在!( t ) ,  ( t ) , ∀( t) , #( t) , z ( t )和 v ( t) 给定的情

况下,如下修正的基于模型优化问题( MMOP) 的解

恰好满足条件( 4)。

min
u( t)

1
2

x
T ( tf ) � x ( t f ) + 2 ( t f ) +

∫
t
f

t
0

1
2
[ u

T
( t ) Ru( t ) + x

T
( t ) Qx ( t ) + 2 ( t) +

r 1‖u( t ) - v ( t)‖
2
+ r 2‖x ( t) - z ( t )‖

2
-

2∀T ( t) u( t) - 2#T ( t ) x ( t) ] dt
s. t . x�( t) = A x ( t ) + Bu( t ) + { x ( t ) N }u( t) +

　　　　!( t ) ,　x ( t0 ) = x 0 ( 7)

　　由以上推导, 得到基于双线性模型的 DISOPE

算法如下:

假设 A , B, � , Q, R 是常数矩阵,且 � , Q, R 满足
线性二次型问题的条件, L

*
, f

*
具有连续偏导数且

其偏导数可以计算。

1) 计算一个标称解 u
0
( t) , x

0
( t ) , p

0
( t ) ,令 z

0
( t )

= x
0
( t ) , v

0
( t) = u

0
( t ) , p

~ 0
( t ) = p

0
( t ) ,置 i = 0;

2) 利用式( 5) 计算参数 !i
( t) ;

3) 利用式( 6) 计算修正乘子 ∀i ( t) , #i ( t) ;

4) 在给定 !i ( t) ,  i( t ) , ∀i( t) , #i( t ) , t ∈ [ t0 , tf ]

时,求解 MMOP( 7) , 得到模型最优控制、最优状态

和最优协状态 u
i+ 1 ( t) , x i+ 1( t ) , p i+ 1 ( t ) ;

5) 采用如下松驰技术更新 v
i( t ) , z i ( t) , p~i( t)

v
i+ 1

( t ) = v
i
( t ) + kv( u

i+ 1
( t ) - v

i
( t ) )

z
i+ 1( t ) = z

i( t ) + k z ( x i+ 1 ( t) - z
i( t ) )

p
~i+ 1

( t ) = p
~i
( t) + kp ( p

i+ 1
( t ) - p

~ i
( k ) )

( 8)

其中kv , kp , kz∈( 0, 1]。如果‖v
i+ 1

( t ) - v
i
( t )‖≤

eps( eps 是控制误差界限) , 则停止迭代, 得到最优

解;否则令 i = i + 1,转 2)。

注1　初始解可以通过令 !( t) ,  ( t) 全为零, 然

后利用文献[ 4] 的算法求解 MMOP( 2) 而得到。

定理1　假设原问题( 1) 的最优解存在且唯一,

若上述算法收敛, 则其收敛解必是问题( 1) 的最优
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解。

由算法收敛解满足的条件和问题( 1) 的最优性

必要条件及( 1) 的解存在唯一性,易证本结论。

3　非齐次双线性模型二次型

问题的迭代算法

　　首先引入如下记号

A
~

ij = A ij -
1
2
[ ( BR

- - 1
N

T
j + N j R

- - 1
B

T
) p ( t) ] i +

　　　[ N j R
- - 1

(∀( t) + r 1v ( t) ) ] i

B
~

R
- - 1

B
~ = ( B + { x N } ) R- - 1( B + { x N } T -

　　　　
1
2 ( { xN }R-

- 1
B

T
+ BR

- - 1
{ xN }

T
)

Q
~

ij = Q
-

ij +
1
2

p
T ( t) ( N iR

- - 1
N

T
j +

　　N jR
- - 1

N
T
i ) p ( t)

h( t ) = BR
- - 1 (∀( t) + r 1v ( t ) ) + !( t ) ( 9)

MMOP( 7) 的解可表示为如下非齐次非线性两点边

值( TPBP) 问题

x
�( t) = A

~
x ( t) - B

~
R
- - 1

B
~ T

p ( t) + h( t)

p
�( t) = - Q

~
x ( t ) - A

~T
p ( t) + #( t) + r 2z ( t )

( 10)

　　记

A
~ ( k)

= A
~
( p

( k)
( t ) ) , 　Q

~( k)
= Q

~
( p

( k)
( t) )

B
~ ( k)

R
- - 1

B
~ ( k)

T

= B
~( x ( k) ( t) ) R- - 1

B
~( x ( k) ( t ) ) T

令

p
k+ 1 ( t) = K

( k+ 1) ( t) x
( k+ 1) ( t ) + g

( k+ 1) ( t)

构造求解( 10) 的分离形式的迭代算法如下

x
�(k+ 1) = A

~ ( k)
x

(k+ 1) - B
~ ( k)

R
- - 1

B
~ ( k) T

K
( k+ 1) ×

　　　 ( x ( k+ 1) + g
( k+ 1) ) + h( t)

K
�( k+ 1)

= - K
( k+ 1)

A
~ ( k)

- A
~ ( k) T

K
(k+ 1)

- Q
~ ( k+ 1)

+

　　　 K
( k+ 1)

B
~ ( k)

R
- - 1

B
~ ( k)

T

K
( k+ 1)

g
�(k+ 1) = - A

~ ( k)T
g

( k+ 1) + K
(k+ 1)

B
~ ( k)

R
~ - 1

B
~ (k) T

g
( k+ 1) +

　　　 #( t ) + r2z ( t) + K
( k+ 1)

h( t)

x
(k+ 1)

( t0 ) = x 0,　K
(k+ 1)

( tf ) = �
g

(k+ 1) ( tf ) = 0 ( 11)

　　注 2　 当 k = 0 时, 令 A
~ ( 0) = A , Q~ ( 0) = Q,

B
~( 0)

R
- 1

B
~ ( 0) T = BR

- 1
B

T, 求解式( 11) 得到该迭代算

法的初始解。

定义 1　设 B1和 B2分别是 n维光滑向量函数

和 n× n维光滑矩阵函数所构成的Banach空间,定

义以下 3个算子

T 1: B 1× B2× B 1→ B1

[ x , K , g] → T 1( x , K , g)

T 2 : B1× B 2× B1→ B 2

[ x , K , g] → T 2( x , K , g)

T 3 : B1× B 2× B1→ B 1

[ x , K , g] → T 3( x , K , g)

　　定义 2　称集合 D 1� B1 , D 2� B2 , D 3� B1为

算子 T 1, T 2 , T 3上的不变子集, 如果 T 1 ( D 1 , D 2, D 3 )

� D 1, T 2 ( D 1, D 2 , D 3 ) � D 2, T 3 ( D 2, D 3) � D 3。算子

T 1 , T 2, T 3在D 1×D 2×D 3上称为压缩的。如果存在

3× 3矩阵 M > 0, 其所有特征值均在单位圆内, 对

任意的 x
 , x- ∈ D 1, K , K- ∈ D 2, g , g- ∈D 3,使得下列

不等式成立。

‖T 1 ( x , K , g ) - T 1 ( x-, K- , g-)‖

‖T 2 ( x , K , g ) - T 2 ( x-, K- , g-)‖

‖T 3 ( x
 
, K
 
, g
 
) - T 3 ( x-, K- , g-)‖

≤

M

‖x
 - x

-‖

‖K
 - K-‖

‖g
 - g

-‖

( 12)

　　定理 2　假设一组算子 T 1, T 2, T 3存在不变子

集D 1 , D 2 , D 3,且在D 1× D 2× D 3上是压缩的,则迭

代算法( 11) 是收敛的,且 x
( k) , K ( k) , g ( k) 收敛到唯一

不动点,即

lim
k→∞
‖x

(k) - x
*‖ = 0

lim
k→∞
‖K

( k)
- K

*
‖ = 0

lim
k→∞
‖g

(k) - g
*‖ = 0

　　证明略。

定理 3　由迭代算法( 11) 所确定的算子对 T 1

×T 2× T 3存在不变子集 D 1 , D 2, D 3,且在 D 1× D 2

× D 3上是压缩的,则迭代算法( 11) 是收敛的。

利用文献[ 4] 的方法可证明本结果, 详细过程

见文献[ 5]。

4　仿真结果与比较

　　例 1　考虑如下连续非线性最优控制问题

min
u (t) {

1
2 x ( tf ) � x ( tf ) +

1
2∫

t
f

0
[ x

T
( t) Qx ( t ) +

　　u
T
( t) Ru( t ) ] dt}

s. t . x�( t ) =
u1( t ) x 2( t ) + x 1( t ) x 2 ( t)

u2 ( t) + x
2
1 ( t) + x

2
2 ( t)

　　x ( 0) = [ 0. 1　0. 5] T

基于模型的优化问题选为

　 min
u (t)
{

1
2

x ( tf ) � x ( tf ) +
1
2∫

t
f

0
[ x

T
( t) Qx ( t ) +
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图 1　系统仿真结果

( a ) 最优状态曲线 　( b) 最优控制曲线

( c) 性能指标曲线

　　　　　　u
T
( t ) Ru( t) ] dt}

　　　　s. t . x�( t) =
u1( t) x 2 ( t)

u2( t )
+ !( t)

　　　　　　x ( 0) = [ 0. 1　0. 5]
T

其中, tf = 5. 0, Q = I 2, R = I 2 , � = 2I 2。

　　算法收敛误差 eps = 10- 4,本文算法迭代28次

收敛。系统最优状态、最优控制和性能指标变化曲线

如图 1 所示。而用文献 [ 1] 的基于线性模型的

DISOPE算法求解,算法发散。
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