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摘　要　对小波分析的主要研究方向和特点进行综述, 并阐述了小波分析在模型辨识、有约束问题的求

解等控制领域中的应用。特别论述了小波神经网络的结构、学习算法及其优良的逼近性能。最后介绍了

目前已有的基于小波分析的自适应控制方案, 并对未来的研究方向做了探讨。
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Abstract　T he majo r subjects o f wavelet ar e intr oduced. T he w avelet applicat ions to model ident ifica-

tion and computational efficiency in constrained contr ol etc a re discussed. In par ticular, the w avelet

neura l netw o rk str ucture, learning algo rithms and its ex cellent appro x imation perfo rm ance a re dis-

cussed in detail. T he cur rent w avelet-based adaptive contr ol schemes and the fut ur e study dir ections of

t he w avelet a re intr oduced.
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1　引　　言

　　由于小波变换通过伸缩(膨胀)和平移等运算功

能对函数或信号进行多尺度细化分析,是空间(时

间)和频率的局部变换, 能有效地从信号中提取信

息,因而小波分析成为当前一种新兴的信号处理技

术,为国际上众多学者所关注。它集数学、物理、电子

工程、计算机科学等领域的成果于一身,广泛地应用

于多学科,例如信号分析、图象处理、模式识别、数据

压缩、信噪分离、医疗诊断、计算机视觉、信息编码解

码、语音合成分析、系统故障诊断、地震信号处理以

及量子理论等。

控制理论与信号分析的关系非常密切, 因而它

在控制领域的应用也越来越多, 例如非线性系统黑

箱建模、鲁棒频域辨识、优化问题求解等。本文从控

制领域的角度对小波的研究工作进行综述。

2　小波的特点[ 1～6]

2. 1　在时域和频域内具有局域化的功能

　　Four ier 分析只能刻画信号在整个时域上的频

谱特征,窗口 Fourier 变换也只能反映信号 f ( t )在

窗口内部分的频域特征。而小波变换由于采用了自

适应窗口,小波时间-频率分辨率的时间窗口宽度与

频率窗口的高度在各处是不同的,它是尺度参数的

函数。分析检测高频分量时, 尺度参数减小, 时间窗

口自动变窄,频率窗口高度增加;分析检测低频信号

时, 尺度参数增大,时间窗口自动变宽, 频率窗口高

度减小,因而非常适于局部分析。

2. 2　可作为函数基

连续小波变换是尺度参数 a的伸缩和定位参数

b 的平移均连续取值的子波变换。一般在实际应用

中,对 a和 b 进行离散化处理,于是所有的离散小波

基可以构成一个函数族。这样的变换有离散正交小
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波变换和非正交离散小波变换, 在满足一定条件时,

该函数族可以构成 L
2 ( R) (平方可积函数)的正交基

或框架。

　　正交小波基源于多分辨分析, 其后又加以完善

而得到的。正交小波基可以没有冗余地获得信号的

局部信息,意味着可以通过分解系数重构原信号。它

适合应用于数据压缩、信噪分离、非线性系统辨识等

领域。正交小波基是目前小波分析领域中最常用的

工具之一。满足框架性质的非正交小波基由于提供

了对函数的冗余表示, 也能完全刻画函数, 并从函数

的分解中重构该函数。其优点在于数值计算稳定,计

算误差的影响小, 对干扰的鲁棒性好。非正交小波基

常用在高维非线性函数逼近或语音分析等领域,例

如 Morlet小波等。

2. 3　具有多分辨分析的特点[ 1～6]

正交小波基主要来源于 Meyer 和 Mallat 等提

出的多分辨分析
[ 7]
,这从一个侧面反映了正交小波

变换具有多分辨分析的特点。这样,不同尺度下的小

波变换就反映了对应尺度空间的信息。通过变换尺

度,可得到具有多尺度(分辨)分析的信息表达, 更深

入地了解信号的特征。频域内的多分辨分解实质上

描述了小波的分频性能。

2. 4　具有快速算法

由于受计算机硬件的影响以及实际处理过程中

实时性的要求,往往对算法要求具有快速性。人们已

提出了很多小波变换快速算法。有通用的, 也有专用

的,其中最著名的是 Mallat 金字塔分解算法[ 7]。另

外,还有一些利用快速卷积技术和FFT 而获得的算

法 。这些算法的计算复杂度一般为O ( n ) 或

O( nlogn)级。

2. 5　小波的多样性

为了解决某类问题,人们有针对性地提出了相

应的小波。有关小波构造的文献有很多,并且新的小

波还在不断产生。这些小波中, 最著名的有

Daubechies时域紧支小波、样条小波、正交子波包、

带限小波等。正是小波的多样性才使小波得到广泛

的应用。

小波所具有的上述特点, 使得小波理论成为对

应用具有巨大潜力的多方面适用的工具。

3　小波分析的结果及其

在控制中的应用

　　小波分析已形成了一套完善的理论, 从连续小

波到离散小波, 从构造方法到快速算法,从小波框架

到正交小波,都有详细的阐述。这套理论为实际应用

提供了工具并指明了方向, 人们利用它解决了大量

实际问题。小波分析在信号处理、故障检测等领域得

到广泛的应用, 同时也引进到控制领域。在该领域的

应用大体可分为以下几方面:

3. 1　利用系统响应的小波变换

提取系统的主要特征

信息的表达方式在很大程度上决定了能否方便

地完成某种任务。利用系统响应的小波变换提取系

统的主要特征并以此来设计控制器, 可降低设计过

程中对数学模型的依赖性。小波变换可以在时频两

域观察系统的主要特征, 为控制系统的分析和设计

提供新的思路。文献[ 8]利用高斯函数的一阶函数作

为基本小波函数, 对几种典型环节的单位阶跃响应

进行小波变换, 并分析了响应小波的过零点和极值

点等重要参数与典型环节的各参数及某些性能指标

之间的关系,发现了一些规律,使得能用小波曲线大

致估计出系统的响应特性, 从而能进一步建立更加

复杂的模型与小波变换的关系,并最终降低控制系

统设计对数学模型的信赖性。

3. 2　提高线性系统的辨识精度及用于鲁棒辨识

这类应用主要是利用小波变换进行多分辨分析

的特点。文献[ 9]采用以正交尺度函数展开的形式表

示单变量线性连续系统的脉冲响应, 采用尺度变换

以得到一种类似于频域方法的辨识算法。由于正交

尺度函数在时域和频域都是紧支的, 因而尺度变换

的局部性比 Fourier 变换要好,即使在很大的信噪

比情况下也可得到较高的辨识精度。文中给出了有

噪声和无噪声两种情况下与相关分析法的比较结

果,充分说明了这一点。

文献[ 10]基于离散小波变换具有分频性能来估

计线性时不变系统的传递函数。输入输出信号经小

波变换后,相邻频带的信息被分解开,再用低阶模型

逼近各频带内传递函数的频域特性(即分频逼近) ,

并估计相应频带内逼近模型的参数。最后采用小波

综合滤波器对各频带的逼近模型进行综合,便得到

传递函数估计。适当调节分频函数即调节频带宽度,

可获得较精确的估计。该方法与单一模型逼近相比,

提供了更多的选择自由度。实际中可通过逼近模型、

模型阶次以及分频数目三者的折衷来达到满意的精

度。由于分频逼近利用低阶线性参数模型,其参数估

计对噪声的鲁棒性也很强。该方法为小波变换应用

于鲁棒频域辨识提供了新思路。
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由于鲁棒控制器设计的需要, 导致了鲁棒辨识

的产生。利用鲁棒辨识算法,根据有限观测的输入输

出数据,在得到有关模型结构下最佳逼近的同时,可

得未建模动态相应度量意义下的界,如按参数空间

中的距离意义或是频域中在有限频率点上增益和相

移差的度量。标称模型参数可借用经典的辨识方法

估计,而频域模型误差界的估计则是个难点问题。

已有的方法均假定噪声在时域或频域内有界,

然后估计模型误差界,这些结果并不完美[ 11]。而利

用小波变换来对频域模型误差界的估计, 主要是利

用小波的分频性能和某些非平稳随机噪声经小波变

换后具有平稳特性的特点。当输入输出数据(信号)

经小波变换后,相邻频带的信息被分解开, 而模型误

差界的频域特性变化不大, 可用低阶模型来逼近;然

后利用相应频带内的输入输出信息估计各频带内逼

近模型参数, 并用小波综合滤波器对各频带内的逼

近模型进行综合, 即可得到频域模型误差幅值估计。

在选定逼近模型阶次以及数据容量充足时, 估计精

度取决于各频带宽度, 在幅度变化较大的频域内,频

带越窄精度越高。该方法对噪声的限制条件很弱,估

计频域模型误差界的结果不致于过分保守 [ 11]。

3. 3　提高控制问题中优化求解的效率

相当一部分多变量工业对象, 各输入输出通道

的动态响应快慢悬殊, 呈现出多时域特性。设计预测

控制系统时, 为了获得较好的动态特性,常根据最快

的响应时间来决定采样频率。而一些研究结果认为,

预测时域和控制时域应根据最慢的响应时间来确

定,以保证闭环的稳定性[ 12]。这样,快的采样频率和

大的预测及控制时域将导致非常大的在线计算量,

在有约束的情况下尤甚。

由于小波变换具有独特的联合时频分析的优

势,利用小波变换来对控制和预测时域进行分块和

压缩,可较好地兼顾信号在整个时段的动态特性,降

低优化矩阵维数, 大大降低计算量。文献[ 13, 14]将

这种方法应用于 MAC 和 DMC 控制, [ 14]还在此

基础上增加了主元分析法( PCA ) , 以改善矩阵病态

性和提高矩阵计算稳定性。此处常采用 Harr 正交

基。

3. 4　提高控制系统的抗噪能力

与传统滤波技术相比,采用小波收缩去噪方法

可以去掉大部分噪声, 又不致引起信号的明显失真,

其中非线性子波方法[ 15]效果最为显著。

小波去噪的这一特点可用于控制系统中的输入

输出信号去噪,增加系统的抗干扰能力,使控制系统

的性能不变甚至改善,同时得到较平滑的控制器输

出, 以减少控制器执行机构的频繁动作,节约能源,

保护设备。

3. 5　作为非线性系统黑箱建模的工具

文献[ 16, 17]将基于小波变换的方法和小波网

络与其它各种辨识方法, 如神经网络、径向基网络和

模糊集合及模糊规则方法等, 统一到函数逼近的框

架,并且做了比较,指出基于小波分析估计方法是一

种构造性的方法,可以避免诸如局部极小等问题。下

面就小波级数和小波网络两种方案进行阐述。

3. 5. 1　小波级数模型

针对早期采用 Vol terra 和Wiener 级数法进行

非线性系统辨识计算量很大、实际应用困难等问题,

文献[ 18]提出利用小波级数能更好、更快地逼近任

意非线性函数的特点,用小波级数作为并联模型, 实

现了非线性系统的模型参考辨识。由于采用基于空

间的正交小波基的多尺度分辨,辨识精度大大提高,

且算法简单,计算量小,收敛速度很快。

3. 5. 2　小波网络

小波网络最早是基于小波分解和前向神经网络

而提出的
[ 19]
。它具有如下特点:同基于鉴别函数(如

任何有界、可测的 Sigmoid 类型函数的前向神经网

络)一样,具有任意逼近非线性函数的能力,这是由

小波变换的特点决定的, 小波网络基函数具有可调

的分辨尺度参数, 选用低分辨尺度参数足以学习光

滑函数, 提高分辨尺度可以较高精度学习局部奇异

函数;网络系数与某些合适的变换(实质上是小波分

解)有明确的联系,这有助于从平移、尺度和旋转参

数的物理意义确定其约定, 直接对连续小波变换的

求解为初始化小波网络系数提供了可能,这样可避

免梯度算法的局部极小; 以较小规模的网络取得相

同的逼近质量, 尤其是高维问题中的学习,小波单元

个数比神经网络的少得多, 并且比单纯的小波分解

更有效。

小波网络的结构类似于径向基函数网络, 只是

以小波函数基来替代。小波网络可分为以下几种类

型:

　　( 1)小波基展开网络 [ 16, 17]

1) 网络结构

根据多分辨分析理论,对于 f ( x ) ∈ L
2 ( R

d ) , 具

有如下小波分解和重构方式

f ( x ) = ∑
k∈Z

d

cJ
0
, k� J

0
, k( x ) +

　　　　　　　　　∑
j≥J

0

∑
k∈Zd
∑
2d - 1

l= 1

w
l
j , k� l

j , k( x ) ( 1)
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其中　　　 j , k( x ) = 2
j / 2 ( 2j

x - k )

　　　c j , k = 〈f , �~ j , k〉,　w
l
j , k = 〈f , �~ l

j ,k〉

�~j ,k , �~ l
j , k 是 � j , k , � l

j , k 的对偶。

式( 1) 的第1项求和为 f ( x ) 的多分辨逼近部分

( MRA ) ,第 2项求和为小波细节( WD)。

如果 J 0足够大, 那么式( 1) 中的小波系数 w
l
j , k

接近于零,于是当 J 足够大时,存在权系数 ck ,使得

g ( x ) = ∑
k∈Zd

c k� j , k ( x ) ( 2)

能以任意精度逼近 f ( x ) ∈L
2 ( R

d )。式( 2) 称为多分

辨逼近网络。

如果 J 0 足够小, 那么式( 1) 中的多分辨逼近系

数 c J0, k接近于零,于是当低分辨尺度 J 0足够小, J 足

够大时,存在权系数 w
l
j , k, 使得

g( x ) = ∑
J≥j≥J

0

∑
k∈Z

d
∑
2d - 1

l= 1
w

l
j , k� l

j , k( x ) ( 3)

能以任意精度逼近 f ( x ) ∈L
2
( R

d
)。式( 3) 称为小波

细节网络。

由于基函数均为小波函数或小波尺度函数, 具

有紧支集或局部紧支集,因此在有界区域内上述网

络阶次(节点数) 是有限的。

2) 几种训练算法

训练算法主要有: 权系数经验估计法( WEE) ,

小波收缩算法( WSA) , 最小二乘估计( LSE) , 网络

结构设计的时(空) 域“分解 -综合”方法( AS) [ 16, 17]。

采用传统的主元分析法( PCAR) 和更精致的投影跟

踪回归法( PPR) 来解决维数灾问题
[ 20]
。

　　( 2) 小波神经网络

由连续小波变换可得到另外一种类型的小波网

络,它虽不及小波基展开网络处理低维问题那样有

效,但可处理适当高维问题。小波网络的数学描述为

f ( x ) = ∑
N

i= 1
!i� [Di( x - ti) ] + g

- ( 4)

其中, Di和 t i分别是伸缩参数和平移参数, !i是相应

的权系数, g
- 是非零平均值。

文献[ 19] 利用小波变换的思想初始化小波网

络,并对学习参数加以有效约束,采用通常的随机梯

度法分别对一维分段函数、二维函数和实际系统中

汽轮机压缩机的数据做了仿真实验, 并与神经网络、

小波分解的建模做了比较, 说明了小波网络在非线

性系统黑箱建模中的优越性。

由于小波神经网络是前向神经网络的某种延

伸,所以各种训练网络的算法也可用来训练小波神

经网络。笔者对此进行了尝试,曾采用 Dav idon 最小

二乘法、最小二乘的两步训练法等, 收敛速率快, 逼

近精度高, 均好于随机梯度法。另外, 对于径向基的

小波基网络,也可借鉴 RBF 神经网络的一些算法。

3. 5. 3　多维小波基函数的生成

根据一维小波框架理论, 文献[ 21] 运用单一尺

度和多尺度参数伸缩将其推广到多维小波框架, 并

借此提出了多维小波函数生成的方法。主要有:单尺

度小波函数是一种径向基函数, 可通过对满足某些

条件的一维小波的简单处理来得到多维小波, 如

n-D小波( n - ‖x‖2) e- ‖x‖
2
/ 2就来源于著名的 1-D

墨西哥草帽小波∀( x ) = ( 1 - x
2) e- x

2
/ 2 ;一般多尺度

小波取满足某些条件的一维小波的直乘积, 一维小

波可取高斯函数的 Laplacian 变换或 Sigmoid 函数

的组合。

3. 5. 4　小波网络逼近的精确性分析

文献[ 22] 对小波逼近问题做了精确分析, 并与

[ 23] 中 Sigmo id函数的神经网络逼近问题进行比

较, 指出小波网络具有 L 2 意义上的误差级为

O ( N
- #/ d

) ,其中N 是节点个数, d是问题维数, #是被
逼近函数的可积导数的阶次。相对而言,神经网络精

确性分析定理中的条件很难满足。

文献[ 20] 对基于正交基的小波网络做了深入

分析, 指出它具有 L
2 空间的一致逼近, 收敛速率为

O ( n
- ∃
) , ∃> 0,当函数足够光滑时,收敛速率与问题

的维数无关。而对与小波网络的节点数极为相近的

RBF 网络,则得不到这样的结果。

与多层感知器( M LP) 网络相比, 在复杂度相同

的情况下, 正交小波网络能更好地逼近非连续函数

并且需要的计算量较少; 与 RBF 网络和基于小波框

架网络相比, 其参数容易确定并具有更好的收敛速

率。但它与 RBF 网络所共有的缺点是, 当 d 很大时

节点数增大, 这一问题可由投影算法(如 PCAR,

PPR 等) 和多分辨分析方法
[ 20]
来解决。另一方面,

它比MLP增加了复杂度,但换来的却是权值的简化

计算、快速的收敛率和函数逼近的精度。

3. 6　在故障诊断等方面的应用

小波分析在控制的故障诊断、工况的判别等方

面也有应用 [ 7]。如利用小波分析可提取信号的特征

来进行化工过程工况的识别, 以进行相应的控制或

采取相应的补救措施。

4　结　　语

　　小波理论独有的特点已成为新兴的非线性建模
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的强有力工具,愈来愈受到人们的重视。现已有一些

基于小波逼近的控制方案,如[ 24]针对仿射非线性

系统提出的基于小波逼近的稳定直接自适应控制算

法,不需要在线进行系统辨识,是一种连续的控制算

法,可以用硬件来实现,对算法稳定性的分析保证了

它的实用性。笔者基于小波网络对非线性系统建模,

并采用 Davidon 最小二乘法进行自适应优化
[ 25, 26]

;

[ 27]提出了基于小波网络的智能 PID 控制系统。

但是小波分析在应用中也存在着不足, 例如关

于小波神经网络的结构问题, 主要表现在小波基样

式的选取,小波神经元的个数以及训练算法上。如何

选取或构造合适的多维小波基及如何获得合适的小

波元个数,直接关系到小波的应用。当所取的小波神

经元个数较多时, 所需训练的参数个数将会相当多,

训练算法的复杂性及快速性将受到影响, 不利于生

产过程的实时控制。当训练样本个数较少时,也难以

用小波分析的方法来进行故障的检测或模式识别。

迄今已有一些文献对上述问题进行研究
[ 28]

,但

并未达到实用的地步。相信小波理论一定会克服存

在的不足,在控制领域中大显身手。
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