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摘　要　讨论由随机微分方程描述的随机连续信号的辨识建模问题。提出并证明了非平稳的连续

Wiener 过程通过稳定的连续线性系统后为平稳随机过程, 且均值和自相关函数阵为时间遍历的。基于

状态空间分析,给出了连续随机信号建模的时间序列分析方法,并证明了参数估计的一致收敛性。仿真

结果显示了所提出方法的有效性。

关键词　随机连续信号,时间序列分析, 建模,系统辨识, Wiener 过程

分类号　O 211. 61

Modeling and Time-series Analysis for a Class of

Stochastic Continuous Signals

Zhao M ingwang

( Wuhan U niver sity of Science and Technolog y )

Abstract　The modeling pr oblem fo r sto cha stic continuous signa ls, described by st ochastic differ ential

equations, is discussed. It is pr ov ed that t he stochastic pr o cess pr oduced by a non-stationary cont inuous

W iener pr ocess and a st able linear filt er is stat ionar y and its expectation and self -cor relation function are

er g odic. Based on the state-space analysis, the time-series analysis method for identification of t he

sto cha st ic continuous signals, pr ov ed as consistent converg ence , is g iv en. Simulation results show t he

effectiveness o f the propo sed method.
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1　引　　言

　　时间序列分析( TSA)是系统工程、控制工程、

机械工程、经济和社会系统分析等领域系统建模和

分析的强有力工具。随机离散信号的T SA 无论在理

论上还是在应用中都取得了丰硕成果,而随机连续

信号方面的工作则显得十分有限。由于大多数实际

工程、经济和社会系统的信号都是连续的, 因此对随

机连续信号 TSA 建模的研究具有理论和工程应用

的重要意义。

近十年来,在与T SA建模理论密切相关的系统

辨识领域,随机连续系统辨识受到充分重视,取得了

一些极有意义的进展。例如:
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　　1) 陈翰馥等人 [ 1, 2]提出了包含噪声模型辨识在

内的基于连续最小二乘( CLS)辨识算法, 并进行了

辨识一致收敛性分析;文献[ 3, 4]讨论了该 CLS 辨

识算法的数值实现问题。此类方法的主要问题是

CLS法(实为一组非线性随机微分方程)的解存在

性问题、辨识算法的实现和实用化问题。

2) Gevers等人
[ 5]通过嵌入滤波器,给出了随机

连续系统基于输入输出滤波的随机逼近辨识和自适

应控制方法,并证明了参数估计是一致有界的,但未

能证明辨识的收敛性和一致性。

3) Sagara 等人 [ 6]基于数值积分将连续系统化

为离散模型,利用离散滑动平均模型刻画随机因素

和计算误差,采用离散辨识法辨识连续的输入输出

模型,但该方法未能得到连续相关扰动模型。

4) 赵明旺 [ 7～9]基于正交逼近将随机连续系统

变换为代数方程,利用最小二乘法进行辨识。在指出
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该辨识有偏、非一致收敛后,给出了一致收敛的辅助

变量法和Markov 法两种辨识方法。

本文对连续Wiener 过程通过稳定的线性系统

后构成的随机连续信号进行统计性质分析, 在此基

础上研究基于随机连续信号相关分析的直接建模方

法。

2　问题描述

　　考虑由随机微分方程描述的如下 SISO 随机连

续信号模型

y t + a1∫
t

t
0

y sds + ⋯ + an∫
t

t
0
∫

s
1

t
0

⋯

∫
s
n- 1

t
0

y s
n
dsn⋯ds1 = w t,　t≥ t0 ( 2. 1)

其中, y t 和 w t 分别为零初值的输出和随机连续扰

动, t0为初始时间,各积分为 Ito 随机积分 [ 1, 2]。

设扰动 w t 可用连续Wiener 过程描述,则根据

Wiener 过程和 Ito 随机积分的定义,有
[ 10]

E∫
t

t
0

f 1 ( s) dw s = 0 ( 2. 2)

E [ w t
4 - w t

2 ] [ w t
3 - w t

1] = ( t 3 - t2) �2

t 1≤ t2≤ t3 ≤ t 4 ( 2. 3)

E∫
t
1

t
0

f 1( s) dw s∫
t
2

t
0

f 2( s) dw s =

�2∫
t
1

t
0

f 1( s) f 2( s) ds, 　t0≤ t 1≤ t2 ( 2. 4)

其中,随机积分均为 Ito 积分, f 1( t ) 和 f 2 ( t) 为确定

性时间 t的函数, �2为Wiener 过程的方差。

假定随机微分方程( 2. 1) 的解存在且随机连续

信号 yt可测量
[ 1]
。本文的问题是:对于可测量的 yt和

不可测量的随机连续扰动 w t, 建立随机连续信号 yt

的数学模型, 即辨识模型( 2. 1) 中的未知参数 a i。

对式( 2. 1) 所示的随机连续模型, 有如下能控

的状态空间模型表示

dxt = Ax t + Bdw t

y t = Cx t

或

xt =∫
t

t
0

Axsds + Bw t

y t = Cxt

( 2. 5)

其中

x t = [ yt∫
t

t
0

y sds ⋯∫
t

t
0
∫

s
1

t
0

⋯∫
s
n- 1

t
0

y sndsn⋯ds1]
�

A =

- a1 - a2 ⋯ - an- 1 - an

1 0 ⋯ 0 0

0 1 ⋯ 0 0

� � � � �
0 0 ⋯ 1 0

B = [ 1 0 ⋯ 0]
�
,　C = [ 1 0⋯ 0 ]

　　由常微分方程解理论和状态空间分析方法, 有

如下关于状态空间模型( 2. 5) 的解定理:

　　定理 1　状态方程( 2. 5) 的解 x t 可表示为

x t = eA( t- t0)x t
0
+∫

t

t
0

eA( t- s)Bdw s ( 2. 6)

　　证明　将式( 2. 6) 代入式( 2. 5) 的左边, 得

dx t = [ Ae
A( t- t

0
)
xt0 +∫

t

t
0

Ae
A( t- s)

Bdw s] dt +

e
A( t- s)

Bdw s� s = t =

A[ e
A( t- t

0
)
xt

0
+∫

t

t
0

eA( t- s)Bdw s] dt + Bdw t =

Axtdt + Bdw t

因此式( 2. 6) 为随机微分方程( 2. 5) 的解。(证毕)

由式( 2. 6) 有

xt+  = e
A 
xt +∫

t+  

t
e
A( t+  - s )

Bdw s ,　 > 0

( 2. 7)

将式( 2. 7) 两边右乘以 x
�
t 并求期望, 得

E[ x t+  x
�
t ] =

E e
A 
x t +∫

t+  

t
e
A( t+  - s)

Bdw s x
�
t =

e
A 
E[ x tx

�
t ] + E∫

t+  

t
e
A( t+  - s)

Bdw sx
�
t

考虑到xt与dw s ( s> t) 统计无关且w s为零均值随机

过程,因此有

Rx( t +  , t) = e
A 
Rx( t , t) ( 2. 8)

其中 Rx ( t +  , t) = E( x t+  x
�
t ] 为随机连续过程 xt 的

自相关函数阵。由式( 2. 8) 可得如下求解未知参数

矩阵 A的辨识算法。

eA
  = Rx ( t +  , t ) R- 1

x ( t , t) ( 2. 9)

因此, 本文辨识问题的关键在于自相关函数阵 Rx ( t

+  , t) 和 Rx ( t, t ) 的计算及其统计性质分析。

3　理论分析

　　本节分析随机连续模型 ( 2 . 1) 的参数辨识

( 2. 9) 的一致收敛统计特性。为便于分析, 首先将式

( 2. 1) 和式( 2. 5) 所示的随机连续模型做如下调整。

y t + a1∫
t

- ∞
y sds + ⋯ + an∫

t

- ∞∫
s
1

- ∞
⋯
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∫
s
n- 1

- ∞
ys
n
dsn⋯ds1 = w t ( 3. 1)

x t =∫
t

- ∞
Ax sds + Bw t

y t = Cx t

( 3. 2)

其中

xt = [ y t　∫
t

- ∞
y sds　⋯

∫
t

- ∞∫
s
1

- ∞
⋯∫

s
n- 1

- ∞
y s

n
dsn⋯ds1]

　　对式( 3. 2) 描述的随机连续信号 y t 和 x t, 可导

出与式( 2. 9) 一致的辨识算式。在分析辨识算法的

统计特性之前, 对随机连续系统( 3. 2) ,有如下状态

变量x t 统计特性定理:

定理 2　当 A( s) = s
n
+ a1s

n- 1
+ ⋯ + an为稳

定多项式, 即其特征根均具有负实部时,式( 3. 2) 所

描述的xt是均值和自相关函数阵都为时间遍历的宽

平稳随机连续过程。

证明　( 1) 首先证明xt是宽平稳过程。由定理1

知,模型( 3. 2) 的解为

xt = eA( t- s)x s� s= - ∞ +∫
t

- ∞
eA(t- s) Bdw s ( 3. 3)

考虑到A( s) 为稳定多项式,则矩阵A为Hurw itz(稳

定) 矩阵, 其特征根均具有负实部。因此有

Lim
t→∞

e
At
= 0,　xt =∫

t

- ∞
e
A( t- s)

Bdw s

由上式知, 式( 3. 2) 描述的 xt 的自相关函数阵 Rx( t

+  , t ) 为
Rx ( t +  , t ) =

E∫
t+  

- ∞
e
A( t+  - s)

Bdw s∫
t

- ∞
e
A(t- s)

Bdw s

�

=

�2eA ∫
∞

0
e
Az
BB

�
e
A�z
dz ( 3. 4)

由式( 3. 4) 知, Rx ( t +  , t ) 与绝对时间 t无关, 仅与

相对时间  有关。由于无重特征值的情况可视为有

重特征值情况的一种特例,因此仅从矩阵 A有重特

征值情况来证明 Rx ( t +  , t) 是一有限矩阵。当A的

l 个互异特征根为 !i( i = 1, 2, ⋯, l ) , 其重数为

ni ∑
l

i= 1
n i = n 时,则矩阵指数函数 e

At
的各元素可表

示为[ 11]

[ e
At
] ij = ∑

l

k= 1
∑
n
k
- 1

r= 0
c
ij
k, r t

r
e
!
k
t

其中 c ijk,r 为相应系数。考虑到 A稳定,则对任意特征

值 !k 和 !s , !k + !s为非零且实部为负。因此有

　　∫
∞

0
eAzBB�eA

�
zdz

ij
=

　　∫
∞

0
∑
l

k= 1
∑
nk- 1

r= 0
∑
l

s= 1
∑
ns- 1

m= 0
c
ij
k, s, r, mz

r + m
e
( !
k
+ !

s
) z
dz =

　　∑
l

k= 1
∑
nk- 1

r = 0
∑
l

s= 1
∑
ns- 1

m= 0
c
ij
k, s, r , m

( - 1) r + m( r + m) !
(!k + !s) r + m+ 1

( 3. 5)

其中 c
ij
k, s, r, m为相应系数。由式( 3. 4) 和( 3. 5) 知, Rx ( t

+  , t) 为与相对时间  有关的有限矩阵, 并记为

Rx (  )。考虑到

Ex t = E∫
t

- ∞
e
A( t- s )

Bdw s = 0 ( 3. 6)

与时间 t无关, 因此式( 3. 2) 描述的随机连续信号x t

为一宽平稳连续随机过程。

( 2) 再证明x t的均值和自相关函数是时间遍历

的,即有下述两条件成立 [ 12]。

Lim
T→∞

1
T∫

2T

0
1 -

 
2T [ Rx (  ) - Ex tEx

�
t ] d = 0

( 3. 7)

L im
T→∞

1
T∫

2T

0
1 - u

2T
[ Bx(  , u) - R

2
x (  ) ] du = 0

( 3. 8)

其中 Bx (  , u) = E[ ( x t+  + ux
�
t+ u ) ( xt+  x

�
t ) ] 为随机连

续系统状态变量 x t 的四阶矩。由式( 3. 4) 和( 3. 6) ,

对稳定的 A,有

‖Rx (  )‖ = ‖�2eA ∫
∞

0
eAzBB�eA

�zdz‖≤

k1�2e!1 ‖∫
∞

0
eAzBB�eA

�zdz‖,　k1≥ 0 ( 3. 9)

其中, !1为 A的实部最大特征值,且 !1具有负实部;

‖∫
∞

0
eAzBB�eA

�zdz‖为有限常数阵。因此有

Lim
T→∞

1
T∫

2T

0
1 -

 
2T

[ Rx(  ) - Ex tEx�t ] d = 0

( 3. 10)

故式( 3. 7) 成立, 即已证明宽平稳连续随机过程 x t

的均值是时间遍历的。

以下证明宽平稳连续随机过程x t的自相关函数

阵 Rx (  ) 是时间遍历的。由于随机向量 x t 的四阶矩

Bx (  , u) 表述较为烦琐, 下面仅对 xt 为标量的情况

加以证明,其结果同样适用于向量的情况。

由式( 3. 4) ,当 xt 为标量时,由于系统矩阵 A具

有负实部,因此有

Rx(  ) = �2eA B2

∫
∞

0
e
2Az
dz =

第 15卷 第 4 期 赵明旺: 一类随机连续信号的时间序列分析与建模 397



�2eA B2 1
2Ae

2Az
∞

0
= -

�2eA B2

2A

当 u≥  时,由式( 1. 7) 有

　　　Bx (  , u) = E[ xt+  + ux t+ ux t+  xt] =

　　　e
2A( u+  )

Bx( 0, 0) - 3�4 e
2A( u+  )

4A
2 B

4
+

　　　
�4e2Au

2A2 B
4 + R

2
x(  ) ( 3. 11)

当 u <  时,类似于上式, 有

Bx (  , u) = e2A( u+  )
Bx( 0, 0) - 3�4 e

2A( u+  )

4A2 B
4 +

2R2
x (  ) + �4e2Au

4A2 B
4 ( 3. 12)

因此,对式( 3. 8) 有

Lim
T→∞

1
T∫

2T

0
1 - u

2T
[ Bx (  , u) - R

2
x(  ) ] du =

Lim
T→∞

1
T {∫

2T

0
1 -

u
2T [ e

2A( u +  )
Bx ( 0, 0) -

3�4 e
2A(u +  )

4A
2 B

4 + �4e2Au

2A
2 B

4

] du +

∫
 

0
1 - u

2T
R

2
x (  ) - �4e2Au

4A
2 B

4 du ( 3. 13)

考虑到 A具有负实部, 则对有限的 , 由式( 3. 13) 有

Lim
T→∞

1
T∫

2T

0
1 -

u
2T

[ Bx (  , u) - R
2
x(  ) ] du = 0

即宽平稳连续随机过程xt 的自相关函数阵Rx(  ) 是
时间遍历的。(证毕)

由定理 2知, 对于随机连续信号模型( 3. 1) , yt

及其 1～n - 1重积分值亦为均值和自相关函数是

时间遍历的宽平稳随机连续过程。考虑到 x t 为自相

关函数是时间遍历的, 则根据概率统计知识,有

Rx (  ) = Lim
N→∞

1
N∑

N

i= 1

xt
i+ 1
x
�
t
i

t i+ 1 - ti =  > 0 ( 3. 14)

其中t 1, t 2,⋯, tN为离散时刻。故自相关函数阵Rx ( 0)

和 Rx(  ) 可用下式逼近计算。

R
 
x ( k ) = 1

N∑
N

i= 1
x( i+ k)  x

�
i ,　k = 0, 1 ( 3. 15)

其中, N 为充分大的正整数, x i 为随机连续过程 xt

的离散采样时刻的值。

基于上述分析, 对随机连续模型( 3. 1) 和( 3. 2)

的未知参数, 有如下辨识算法

eA
  = R

 
x(  ) R - 1

x ( 0) =

1
N∑

N

i= 1

x( i+ 1)  x
�
i 

1
N∑

N

i= 1

x i x
�
i 

- 1

( 3. 16)

　　关于上述辨识值的一致收敛性,有如下定理:

定理 3　随机连续模型( 3. 2) 的辨识值( 3. 6) 是一

致收敛的。

证明　由式( 3. 6) 有

Lim
N→∞

eA
  - eA =

Lim
N→∞

1
N∑

N

i= 1

x ( i+ 1)  x
�
i 

1
N∑

N

i= 1

xi x
�
i 

- 1

- eA =

eA Rx( 0) R- 1
x ( 0) - eA = 0 ( 3. 17)

即辨识值是一致收敛的。(证毕)

由定理3知,对于随机模型( 3. 1) ,式( 2. 9) 给出

的辨识值是一致收敛的。

　　由定理2的证明过程知 , 对于随机连续系统

( 2. 1) ,当模型稳定且t - t0充分大时,则矩阵指数函

数 eA( t- t0) 趋近于零。相应地,系统( 2. 5) 的状态变量

x t( t � t0 ) 可视为均值和自相关函数是时间遍历的

宽平稳随机连续过程。因此 , 类似于式( 3. 15) 和

( 3. 16) ,对随机模型( 2. 1) 的参数辨识问题,有

R
 
x( k ) = 1

N - n0 + 1∑
N

i= n
0

x( i+ k)  x
�
i 

　　　　　k = 0, 1 ( 3. 18)

eA
  = R

 
x (  ) R - 1

x ( 0) =

∑
N

k= n
0

x( i+ 1)  x
�
i ∑

N

i= n
0

xi x
 
i 

- 1

( 3. 19)

其中, n0, N 和N - n0为充分大的正整数, xi,  为x t在

t 0 + i 的离散采样值,  为采样周期。
因此, 由定理 3知, 式( 3. 18) 和( 3. 19) 给出的

随机模型( 2. 1) 的参数辨识值是一致收敛的。

4　辨识算法的数值实现

4. 1　随机积分的数值实现

　　上节辨识算法需要状态变量 xk,  的值。状态变

量 xk,  不可直接测量, 但可通过对随机信号 y t 加积

分器后采样得到,也可通过数值积分得到。下面讨论

通过数值积分的 xk,  的实现算法。令

x1 = y t ,　x2 =∫
t

t
0

y sds

xi =∫
t

t0
∫

s
1

t0

⋯∫
s
i- 2

t0

y s
i- 1
dsi- 1⋯ds1 ,　i > 2

( 4. 1)

设采样周期为  , y t 的采样值记为 y k( k = 0, 1,⋯) ,

并记积分项 xi 在 k 时刻的数值积分值为 xi, k。考虑

到随机连续信号 y t 的光滑性,由采样值 yt 计算积分

x i 时选用复化梯形法。复化梯形法简便, 有利于递推

实现[ 13 ]。由复化梯形法计算积分值 xi 的递推式为
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x1, k = y k

xi, k = xi, ( k- 1)  +
 
2 ( x

i, k- 1 + x i- 1,k- 1 ) ,　i > 1

( 4. 2)

4. 2　A的计算

上节的算法只讨论至 eA
  的辨识, 下面讨论由

eA
  至 A

 的数值计算问题。
4. 2. 1　直接计算法

由 T ay lor 级数展开式, 对标量函数 ln( 1 + x ) ,

有

ln( 1 + x ) = x -
x

2

2
+
x
3

3
+ ⋯ +

( - 1) k- 1 x
k

k
+ ⋯,　�x � < 1

( 4. 3)

类似地,可定义矩阵对数函数如下

ln( I + X ) = X -
X

2

2
+

X
3

3
+ ⋯ +

( - 1) k- 1 X
k

k
+ ⋯,　‖X‖ < 1

( 4. 4)

当矩阵 A稳定时, ‖e
A 
- I‖ < 1。因此,由 e

A  
计算

参数辨识值 A
 
的直接计算式如下

A
 = ln( eA

  )
 =

( e
A  
- I ) -

( eA
  - I ) 2

2
+

( eA
  - I ) 3

3
+

⋯ + ( - 1) k- 1 ( e
A
  
- I )

k

k
+ ⋯ ( 4. 5)

　　由式( 4. 5) 可计算辨识值 A
 。但由于式( 4. 5) 的

级数收敛性不佳, 考虑到计算量和计算精度的原因,

下面给出另一种计算方法。

4. 2. 2　约旦标准型变换法

由矩阵对数函数定义( 4. 4) 知, 对非奇异变换

阵 P,有

Pln( I + X) P- 1 = ln( I + PXP
- 1 ) ( 4. 6)

因此,对于矩阵 X, 可通过非奇异变换将其变换成特

殊形式矩阵, 然后通过对特殊形式矩阵求取矩阵对

数函数后做反变换, 进而求得原矩阵的矩阵对数函

数。下面讨论将矩阵变换成约旦阵,进而求解矩阵对

数函数的算法。

对矩阵 eA
  , 总存在非奇异变换阵 P( P由 eA

  的

特征向量和广义特征向量构成) ,使得 [ 11]

eA
  = PJP

- 1 =

Pdiag-block[ J1　J2　⋯　Jm] P- 1 ( 4. 7)

其中J 和 J i( i = 1, 2,⋯, m ) 分别为约旦阵和 mi ×

mi 维约旦块。对约旦块 J i, 由式( 4. 4) 可推导出其矩

阵对数函数的计算式

lnJ i = ln

!i 1

!i 0

�
0 !i 1

!i m×m
i

=

ln!i 1
!i ⋯

( - 1) m i- 2

(mi - 1)!m i- 1
i

� ln!i ⋯ ( - 1) m i- 3

(mi - 2)!m i- 2
i

� �
0 ⋯ ln!i

( 4. 8)

其中 !i 为约旦块矩阵 J i的特征值, 其定义域为!i >
0。因此,由式( 4. 8) 可得矩阵A

 的计算式如下
A
 = ln( eA

  ) = PlnJP- 1 =

Pdiag-blo ck[ lnJ1 lnJ2 ⋯ lnJm] P- 1 ( 4. 9)

4. 3　算法步骤

由上节的辨识思想, 基于上述数值积分值 xk,  

的递推计算和辨识矩阵A
 的计算式( 4. 9) ,可得如下

随机连续信号模型( 2. 1) 的参数辨识算法步骤:

Step1:确定模型阶次 n,采样周期  ;
Step2:对输出 y t以采样周期  进行采样;

Step3:由式( 4. 2) 计算数值积分值 xi, k 并构成

状态向量 xk ;

Step4:利用式( 3. 19) 计算 eA
  ;

Step5:利用式( 4. 9) 计算A
 。

5　仿　　真

　　考虑如下二阶随机连续系统模型

y t + 5∫
t

0
ysds + 6∫

t

0∫
s
1

0
y s

2
ds2ds1 = w t ( 5. 1)

　　仿真过程如下:

　　1) 先以步长为 0. 005的数值计算方法模拟随

机连续系统 ( 5. 1) 的运行, 其中随机扰动dw t为

[ - ∀dt, ∀dt] 区间的高斯分布白噪声。
　　2) 以步长为 0. 08获取前一步系统模型( 5. 1)

模拟运行中输出 y t 的采样值。由于此时步长为模拟

运行中步长的 16倍,故可大致认为估计中数据取自

真正的随机连续系统模型。

　　3) 采用本文方法辨识模型( 5. 1)。

　　仿真时间为16s(即获取采样数据200组) ,取后

8s(后100组数据) 由本文辨识算法辨识模型( 5. 1)。
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仿真结果如表 1所示。由表可见,本文提出的辨识算

法是十分有效的。

表 1　计算机仿真结果

a 真值
∀

0. 0 0. 1 0. 5 1. 0

a1 5. 0 5. 000 0 5. 010 6 4. 973 7 4. 949 5

a2 6. 0 6. 000 0 5. 988 2 5. 965 6 6. 083 9

6　结　　语

　　本文讨论由随机微分方程描述的随机连续信号

TSA 建模方法。文中证明了连续Wiener 过程通过

稳定的线性系统后为一平稳随机过程,且其均值和

自相关函数阵为时间遍历的。在此基础上, 基于状态

空间分析,推导出平行于离散随机过程T SA 建模方

法的连续随机过程 TSA 建模方法,并证明了参数估

计的一致收敛性。仿真结果显示了该方法的有效性。

本文方法的优点是理论基础翔实,算法实现简单,避

免了文献[ 1, 2]中 CLS 法的解存在性问题、算法的

实现和实用化问题, 以及[ 5～9]中辨识收敛性分析

上的缺憾。

本文的工作还可推广到受控随机连续系统和扰

动(噪声)模型的辨识以及自适应控制等方面。由于

实际系统大多为连续系统,相信随机连续系统的辨

识和自适应控制无论在理论上还是在实际应用中都

将得到进一步发展。
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