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摘　要　针对模糊双曲正切模型提出一种非线性二次性能指标,并给出使该性能指标最小的最优控制

器的设计方法。同时扩展了线性H ∞控制的概念 ,给出基于模糊双曲正切模型的 H ∞控制器的设计方法。
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Abstract　A nonlinear quadratic function based on fuzzy hyperbolic model is pr oposed. The stable

cont ro ller to minimize the nonlinear quadratic function is designed. In addition the concept o f linear H ∞

cont ro l is ex tended. A new method to design the H ∞ contr oller is propo sed.
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1　引　　言

　　模糊系统稳定性分析的困难在于模糊模型的复

杂非线性。以往的 T -S 模型以及模糊动态模型
[ 1]虽

然可以任意精度逼近被控对象, 但其控制器设计却

十分复杂。文献[ 2]提出一种新的模糊状态空间模

型,即模糊双曲正切模型,其状态矩阵为状态变量的

双曲正切函数,输入矩阵为线性定常矩阵。模糊双曲

正切模型具有如下特点:

1) 此模型为本质非线性模型;

2) 模型易于由几条模糊规则得到;

3) 有利于采用线性系统理论设计控制器。

本文在[ 2]给出的模糊双曲正切模型的稳定控

制器求法的基础上,提出一种非线性二次性能指标,

并给出了使该性能指标最小的 H 2控制器的设计方

法,同时给出了扰动情况下 H ∞控制器的设计方法。

2　模糊双曲正切模型

　　本文采用模糊双曲正切模型来描述系统
[ 2]

,其

* 1999 - 04 - 07 收稿, 1999 - 08 - 03修回

状态方程为

x�= A tanh( K x ) + Bu ( 1)

其中, x = ( x 1 , x 2, ⋯, x n )
T
为状态变量, u = ( u1 , u2 ,

⋯, up ) T 为输入变量, A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×p , K =

diag( k1 , k2 ,⋯, k n) , ki ( i = 1, 2,⋯, n) 为正常数。模

糊双曲正切模型的建模方法参见[ 2]。本文研究包括

模糊双典正切模型在内的更普遍的一类非线性系

统。

定义 1
[ 3]　令S c为满足下列条件的所有R→ R

的函数 f ( �) 的集合:

1) f 连续;

2) f ( 0) = 0, 对其它 x ∈ R , f ( x ) x > 0;

3) 当  x  →∞时,∫
x

0
f ( y ) dy →∞。

3　H 2控制器设计

　　针对如下非线性模型

x
�= A f ( x ) + B u,　x ( t 0) = x 0 ( 2)

其中 f ( x ) = ( f 1( x 1 ) ,⋯, f n ( x n) ) T , 且 f i( �) ∈ S c。

本文将扩展 LQ 问题, 提出一种非线性二次型性能



指标函数

J ( x 0, t 0, u) =

∫
∞

0
( f

T ( x ( t ) ) Qf ( x ( t ) ) + u
T ( t) Ru( t) ) dt ( 3)

其中Q 和 R 均为给定的正定对称常数矩阵。目的是

寻找控制器 u,使 J 取最小值 J min。

定义 2　 如果存在一个对角正定矩阵 P, 满足

ARE 方程

P A + A
T
P - PB R

- 1
B

T
P + Q = 0 ( 4)

则称[ A , B , Q, R ] 是可对角最优化的。

定理 1　 给定非线性系统 ( 2) (其中 f ( x ) =

( f 1 ( x 1 ) ,⋯, f n( x n ) ) T , 且 f i( �) ∈ S c) 以及由式( 3)

定义的非线性二次型性能指标函数。如果[ A , B , Q,

R] 是可对角最优化的,则其最优控制器为

u
*
( t ) = - R

- 1
B

T
P f ( x ( t ) ) ( 5)

其中P = diag( p 1, p 2, ⋯, p n ) 为满足式( 4) 的对角正

定矩阵。设 J min ( x 0, t 0) = min{ J ( x 0, t 0, u) } ,则

J min( x 0, t0 ) = 2∑
n

i= 1

p i∫
xi ( t0)

0
f i( �) d� ( 6)

　　证明　由最优控制理论知, 如果 J min ( x ( t) ) 满

足 H -J-B 方程

- �J min/ �t =

m in
u( t)

{ f
T ( x ) Qf ( x ) + u

T
Ru + �J

T
minx

�} ( 7)

则使式( 7) 成立的 u
* ( t) 为最优控制器。显然式( 7)

左边等于 0。下面计算式( 7) 右边。

� J
T
minx�= 2f

T( x ) P ( Af ( x ) + Bu) =

f
T ( x ) ( PA + A

T
P ) f ( x ) + 2f

T( x ) PB u ( 8)

令 H = f
T( x ) Qf ( x ) + u

T
Ru + � J

T
minx

�,则有
H =

f
T ( x ) ( Q + P A + A

T
P) f ( x ) +

2f
T ( x ) P Bu + u

T
R u =

f
T ( x ) ( Q + P A + A

T
P -

PB R
- 1

B
T
P ) f ( x ) + ( u +

R
- 1

B
T
P f ( x ) ) T

R ( u + R
- 1

B
T
Pf ( x ) ) ( 9)

根据ARE 方程,上式第一项等于 0,即

H = ( u + R
- 1

B
T
P f ( x ) ) T

R ( u + R
- 1

B
T
Pf ( x ) )

( 10)

由于R 正定,因此当 u = u
* = - R

- 1
B

T
P f ( x ( t) )

时, H 取最小值 0,即

min
u( t)

{ f
T ( x ) Qf ( x ) + u

T
Ru + � J

T
minx } =

f
T
( x ) Qf ( x ) + u

* T
Ru

*
+ � J

T
minx

�= 0 ( 11)

则式( 7) 成立。求出 u
* ( t ) 后, 便可计算此时的性能

指标函数

J ( x 0 , t0 , u
*
) =

∫
∞

0
( f

T ( x ( t) ) Qf ( x ( t) ) + u
* T ( t) R u

* ( t) ) dt =

∫
∞

0
( - � J

T
minx

�) dt =∫
∞

0
-

dJ min

dt
dt =

J min ( x 0 ) - J min( x (∞) )

　　 由于闭环系统渐近稳定, x (∞) = 0, 因此

J ( x 0 , t0 , u
*
) = J min ( x 0 )。由最优化控制理论知,

J min( x 0, t 0) 为最优性能指标, u
* ( t ) 为最优控制器。

(证毕)

因为 tanh( K x ) ∈ S c, 因此对于模糊双曲正切

模型,如果定义性能指标函数为

J ( x 0 , t0 , u) =

∫
∞

0
( tanhT( x ( t) ) Qtanh( x ( t) ) + u

T( t ) Ru( t) ) dt

( 12)

其中 Q和 R 为给定的正定对称常数矩阵,则使 J 取

得最小值的控制器即最优控制器为

u
* ( t ) = - R

- 1
B

T
P tanh( K x ) ( 13)

其中 P 为满足 ARE方程( 4) 的对角正定矩阵。

例 1　根据[ 2] 中的倒立摆模型,设 R = 16, Q

= diag[ 160　4] ,通过对系统状态变量做线性变换,

可求出最优控制器为

u
*

= - 40tanh( 0. 4( x 1 + x 2 ) + tanh( 0. 2x 2) )

　　初始条件{ x 1( 0) , x 2 ( 0) } = { ( 40°, 0) , ( 70°, 0) ,

( 8 0°, 0) } 时, x 1 ( t )的响应曲线如图1所示 ; m =

0. 25kg , M = 0. 8kg , l = 0. 55m 时, x 1 ( t) 的响应曲

图 1　最优控制器下 x1( t) 的响应曲线

图 2　 倒立摆参数变动时 x1( t) 的响应曲线
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线如图 2所示。由仿真结果看出,对于前两个初始条

件,控制器可以很快镇定倒立摆,并且在参数变化较

大时,控制效果基本没有变化,可见所设计的控制器

具有很强的鲁棒性。但是,由于模糊双曲正切模型与

倒立摆真实模型之间存在差别, 当初始条件大于 80°

时,闭环系统将不再稳定。

4　H∞ 控制器设计

　　给定如下非线性系统

x
�= A f ( x ( t) ) + Bu( t ) + H w ( t)

x ( 0) = x 0

( 14)

其中, w = ( w 1, w 2,⋯, w m) T 为扰动变量, H ∈

R
n×m,其它变量定义同式( 1)。定义性能指标函数

J ( x 0, t0 , u) =

∫
∞

0
( f

T ( x ( t) ) Qf ( x ( t ) ) +

u
T ( t ) Ru( t) - w

T ( t) S w ( t ) ) dt ( 15)

其中Q , R 和 S 均为正定的对称常数矩阵。本文的目

的是找到控制器u
*
( t ) = u

*
( t, { t , x ( �) } t

�= 0) 及一有

界函数 L
-( x 0 ) ,使得

sup
w

J ( u
* , w ) ≤ L

-( x 0) ( 16)

即找到控制器u
*
( t) , 使J 对所有任意扰动都保持有

界。

定理 2　给定系统( 14) , 如果 Pmin 为下列黎卡

提方程的最小的对角正定解

P A + A
T
P - P( B R

- 1
B

T -

DS
- 1

D
T ) P + Q = 0 ( 17)

记为P min = diag ( p 1 , p 2 ,⋯, p n) ,则满足式( 16) 的控

制器可由下式给出

u
* ( t ) = - R

- 1
B

T
Pmin f ( x ( t) ) ( 18)

且有

L
-( x 0 ) = u

-( t ) 2∑
n

i= 1
p i∫

x
i
( 0)

0
f i ( �) d� ( 19)

　　证明　设

V ( x ( t) ) = 2∑
n

i= 1

p i∫
x

i
( t)

0
f i( �) d�

则 V 的导数为

dV
dt

= 2∑
n

i= 1

p i f i( x i( t) ) x
�
i( t ) =

2f
T ( x ) P min ( Af ( x ) + Bu + H w ) ( 20)

由上式易证

f
T
( x ) Qf ( x ) + u

T
Ru - w

T
sw + dv / dt =

f
T
( x ) ( Q + P minA + A

T
P min -

P min ( BR
- 1

B
T - H S

- 1
H

T ) Pmin ) f ( x ) +

( u + R
- 1

B
T
P minf ( x ) )

T
R( u + R

- 1
B

T
P minf ( x ) ) -

( w + S
- 1

D
T
P minf ( x ) ) T

R( w + S
- 1

D
T
Pmin f ( x ) )

将上式两边从 t = 0到 t = t f 积分,并利用ARE方程

( 17) ,可得

∫
t
f

0
( f

T( x ) Qf ( x ) + u
T
Ru - w

T
Sw ) dt≤

V ( x ( 0) ) +∫
t
f

0
( u + R

- 1
B

T
Pminf ( x ) ) T ×

R( u + R
- 1

B
T
P minf ( x ) ) dt ( 21)

最后设

u( t ) = u
*
( t) = u + R

- 1
B

T
Pminf ( x )

并令 tf →∞, 则对任意 w , 有

J ( u
* , w ) ≤ V ( x ( 0) ) ( 22)

取 L
-( x 0) = V ( x ( 0) ) ,则定理得证。(证毕)

根据[ 2] 中定理1还可证明:在没有扰动的情况

下,根据定理 2得出的控制器使闭环系统渐近稳定。

例 2　 仍以[ 2] 中倒立摆模型为例来说明 H ∞

控制器的求法。设有一未知扰动作用于 x
�
2 , 则倒立

摆的运动方程为

x�= A tanh( K x ) + B u + H w

其中

A =
0 4

0 0
,　K =

0. 4 0

0 0. 2

B =
0

8
,　H =

0

1

对于如下定义的性能指标函数

J =

∫
∞

0
( ( tanh( 0. 4x 1)　tanh( 0. 2x 2) ) Q×

( tanh( 0. 4x 1)　tanh( 0. 2x 2) )
T
+ ru

2
- sw

2
) dt

其中

Q =
6 000 - 2. 5

- 2. 5 0. 25
,　r = 1,　s = 0. 25

通过对系统状态变量做线性变换,可求出使 J 对任

意扰动w 都保持有界的 H ∞控制器为

u
*
( t) = - 80tanh( 0. 4( x 1 + x 2) )

-
1
2
tanh( 0. 2x 2 )

　　 将此控制器分别应用于模糊双曲正切模型和

倒立摆真实系统, 假设各有一单位阶跃扰动( w =

1) 分别作用于两系统的 x
�
2上, 初始条件为

{ x 1 ( 0) , x 2( 0) } = { ( 40°, 0) , ( 70°, 0) , ( 89°, 0) }

x 1( t ) 的响应曲线分别如图 3和图 4所示。从图中可

以看出, H ∞控制器可以完全镇定模糊双曲正切模
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图 3　 模糊双曲正切模型中 x1( t) 的响应曲线

图 4　倒立摆系统中 x1( t) 的响应曲线

型,且没有稳态误差。由于模糊双曲正切模型与真

实对象之间存在差别, H ∞控制器只能局部镇定真

实对象,且存在稳态误差。
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