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摘　要　首先提出神经元数目有限的小波神经网络对一大类 Lipschitz 函数的逼近能力定理; 然后对

T hau 定理进行推广, 得到几个实用性较强的推广定理;最后通过构造一种基于推广 Thau 定理的小波

神经网络非线性观测器,展示出该逼近定理的应用前景。
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Abstract　A novel appro x imate theo rem o f w avelet neura l netw orks is pr esented at fir st. T hen t he

w ell-known T hau t heo rem is improved and some practical ext ensiv e theor ies are g ot . Finally, based on

t he ex tensiv e T hau theor em, a kind o f sta te obser ver s fo r nonlinear sy stems using WNN is constr ucted.

Simulation r esults show the effect iveness of the WNN approximate theo rem.

Key words　w avelet neural netw orks, approx ima te ability , improvements of T hau t heo r em, nonlinear

obser ver s

1　引　　言

　　前馈神经网络对于未知函数的非线性逼近能力

已成为神经网络研究的热点。文献[ 1]用泛函分析理

论证明了各种前馈神经网络在神经元数目无限或很

大时的逼近定理,但在实际应用中不可能或难以实

现这样的理想网络,其价值难以充分体现。因此,分

析神经元数目有限的前馈网络能达到的逼近能力已

成为当务之急。

本文着重分析目前小波神经网络在神经元数目

有限时对一大类 Lipschitz函数的逼近能力,并展示

了其应用前景。文中简述了小波神经网络的基本构

造,给出了有限小波神经网络逼近能力的重要定理

和 T hau定理的几个推广定理,并据此对一类非线

性系统提出基于有限小波神经网络的非线性观测器。
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2　基本构造

　　 用小波神经网络进行未知非线性函数拟合的

基本知识可参见文献[ 2～ 4]。本文从函数小波变换

与奇异性的关系入手, 深入分析小波神经网络与其

它前馈神经网络的不同之处。首先简述如何设计一

个小波神经网络来拟合非线性函数 f ( z )。本文使用

文献[ 5] 中的多层小波神经网络。不失一般性, 这里

仅讨论二进小波神经网络。

多层二进小波神经网络和一般的多层前馈神经

网络结构相似, 即输入层和输出层各只含一个,而隐

层可有多个。其输入层为直通节点。每个隐层都包含

可数个节点,以 k 标识, k可以是任意整数;每个隐层

第m个节点的权值和传递函数分别为2
m
和�(�) , 其

中 �( �) 为相应的小波尺度函数;隐层节点的阈值各

不相同,第 k 层节点的阈值为 k; 各个隐层均直接连



接输入层和输出层,相互之间没有互连。输出层为线

性节点,阈值为零。对于理想情况, 节点权值为由下

式确定的系数。

f ( r , �) ≈∑
m, k

< f ,　�m, k > �m, k ( 1)

则由上述小波神经网络可实现

f ( z ) ≈ f
�( z ) = ∑

m , k
Cm , k�( 2- m

z - k ) ( 2)

其中 z = [ z 1, z 2,⋯, z n ] 为输入的数据向量。实际运

用时,若已知训练数据集[ z 1 , z 2 ,⋯, z n] , 则定义

E = ∑
n

i= 1
( f ( z i) - f

�( z i) )
2
=

∑
n

i= 1
f ( z i) - ∑

m, k
Cm, k�( 2- m

z i - k)
2

为代价函数, 根据训练数据计算出权值矩阵 Cm ,k。既

可类似于BP算法将计算变成样本的训练过程, 也可

通过解最小二乘问题来求得系数。具体方法可参见

文献[ 4, 5]。

3　用于 Lipschitz函数类

拟合的可行性

　　文献[ 4] 所证明的小波神经网络的逼近定理要

求网络接近理想化,即要求其中的m和 k都尽量大。

而实际应用时,由于受软硬件的限制, m和 k 都只能

为有限值,而且值越小越能节省计算时间和成本。为

此本文给出对于一大类Lipschitz函数拟合时m和 k

值估计的一个逼近定理。

引理1　若 f ( z ) 满足全局Lipschitz条件  f ( z )
- f ( z�)  ≤ r f  z - z

�  ,则有

 W 2
- m f ( z )  ≤ r �2- m 

其中0 <  < 1。如果相应的小波尺度函数�( �) 具有
n阶消失矩,即

∫R
 t k �( t )  dt = 0

其中 k 为小于n的正整数。则对于  < n且 不为整
数的情况,仍有

 W 2- m f ( z )  ≤ r �2- m 

当  为整数时,上述结论对于大多数 f ( z ) 均成立。

证明参见文献[ 6]。

定理1　设小波尺度函数�(�)具标准正交性和
紧支性的小波神经网络的拟合,满足全局 Lipschitz

条件的未知非线性函数 f ( z ) , 则只要满足 2- 3M/ 2≤

!(其中M为m的最大值) 以及由�(�) 确定的不大的
k 值, 即可使函数 f

�( z ) 满足如下局部 Lipschitz条

件:

如果  z - z
�  ≥ !, !> 0,则存在

 f ( z ) - f
�( z�)  ≤ R f  z - z

�  ( 3)

其中, �( �) 具有 n阶消失矩, 且  < n,  不为整数。
证明　首先分析 k的取值。若函数 f ( z ) 只含有

限支撑, 则该小波神经网络的各个隐层都只含有限

个节点。当隐层的非线性传递函数为紧支函数时, 各

隐层也都可只含有限个节点; 当隐层的非线性传递

函数为非紧支但迅速衰减时, 则各隐层也能以有限

个节点精确地近似满足式( 2)。如果构造小波神经网

络时, 使用的传递函数非紧支但迅速衰减且函数

f ( z ) 不只含有限支撑,则需根据具体使用的小波基

来计算 k 的范围的合理估计, 但目前尚无完善的结

论。一般由于传递函数的迅速衰减, k 值不必很大,

所引起的误差也仅与普通的机器误差同级。以下只

讨论 k 为确定有限值的情况, 但其值随紧支基的不

同而不同。

现在分析 m 的取值。利用函数的小波分解理

论
[ 2～7]

及引理 1, 有

 f ( z ) - f
�( z�)  =

 ∑
m∈Z
∑
k∈Z

W 2- mf ( z )�m, k( z ) -

W 2
- m f ( z�)�m , k( z�)  ≤
∑
m∈Z
∑
k∈Z

 W 2
- m f ( z ) �m ,k ( z ) -

W 2- m f ( z�)�m , k( z�)  ≤

r 1∑
m∈Z

2- m

∑
k∈Z

 �m , k( z ) - �m, k ( z�)  

　　因为m的最大值M满足2- 3M/ 2≤ !≤  z - z
� ,

则当小波神经网络在对函数 M 级分解的层次上完

全拟合未知函数时, 有

r1∑
m≤M

2
- m

∑
k∈Z

 �m ,k ( z ) - �m, k( z�)  ≤

r3∑
m≤M∫R

 �( 2- m
z - b) - �( 2- m

z
�
- b)  db≤

r4∑
m≤M

r f  z - z
�  ∫R

 �( 2- m
z - b)  db ≤

r5∑
m≤M

 z - z
�  ∫R

 �( b)  db ≤ r 6 z - z
�  

而忽略对函数 M 级以上的分解和恢复时,有

r 1∑
m> M

2- m

∑
k∈Z

 �m , k( z ) - �m ,k ( z�)  =

r 1∑
m> M

2
- m

∑
k∈Z

 �m , k( z )  ≤

r 1∑
m> M

2
- 3m / 2

∫R
 �( 2- m

z - b)  db≤

r 7∑
m> M

2- 3m / 2≤ r82- 3M/ 2≤ r 8!≤ r8 z - z
�  
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取 R f = max { r 6, r 8} , 则结论成立, 且易知网络权矩

阵为有限值。(证毕)

将以上证明稍加改动可得如下定理:

定理 2　 设未知的非线性函数 f ( z ) 满足如下

局部Lipschitz条件:

如果  z - z
� ≥ !, !> 0,则存在

 f ( z ) - f ( z�)  ≤ R f  z - z
� ( 4)

对于相当多满足该条件的函数 f ( z ) ,小波尺度函数

�( �) 具标准正交性和紧支性的小波神经网络只要
满足2- 3M/ 2≤!(其中M为m的最大值) 及由�(�) 确
定的不大的 k 值, 即可使函数 f

�( z ) 满足如下局部
Lipschitz条件:

如果  z - z
� ≥ !, !> 0,则存在

 f ( z ) - f
�
( z
�
)  ≤ R f  z - z

� ( 5)

　　证明类似于定理 1的证明。但要注意:因为 为
整数时并非对所有的 f ( z ) 都能使引理 1成立, 故并

不是所有满足式( 4) 的函数 f ( z ) 都能使定理 2成立

(可参见文献[ 6～ 8] )。

由小波分解与恢复的实质可知, 小波神经网络

总是从函数的整体性质出发去进行逼近, 而将未知

的函数细节部分忽略掉。因此,每增加一个隐层就相

当于对函数更细微的一个层次上的信息进行利用,

逼近的效果当然也就更好。而要满足一定的逼近程

度,有一定数目的神经元便足够了。因此, 可使用有

限小波神经网络拟合一大类 Lipschitz 函数达到要

求的精度,而不必假设该理想网络的存在性。

应指出的是,上述分析只得到了该逼近下神经

元数目的上界估计。实际上, 由于二进小波的冗余

性,小波神经网络也是冗余的。在感兴趣的定义域和

值域研究问题时, 完全可以用比上界要求更少的神

经元达到目的。这方面的讨论可参见文献[ 5]。

另外,对于 s进小波神经网络, 类似结论也同样

成立。

4　 Thau定理的推广和小波

神经网络非线性观测器

　　为说明上述小波神经网络的作用,下面介绍它

在一类非线性观测器中的应用。由于工程实践中往

往不能确知非线性系统的具体形式, 实际上常用函

数拟合来估计出所要考虑的非线性函数。而上述小

波神经网络正适合应用于该领域。

考虑如下非线性系统

x
!= Ax + f ( t, u, x , y ) ,　y = Cx ( 6)

其中, A 和 C 为定常阵,且( A , C) 是可观测的; f ( t ,

u, x , y ) 为非线性函数。

设计如下观测器

x
��= ( A - L C) x� + L y + f ( t , u, x�, y )
y
� = Cx

� ( 7)

　　 针对上述非线性观测器, 文献[ 9] 给出如下

T hau定理:

定理 3
[ 9 ]
　设有控制系统( 6) 和观测器( 7) , 如

果 f ( t, u, x , y ) 满足全局 Lipschitz条件

 f ( t, u, x , y ) - f ( t, u, x�, y )  ≤ r f  x - x
� 

其中, r f < ∀min ( Q) / 2∀max( P ) , P 和 Q 为正定对称矩

阵,并满足 Lyapunov 方程

( A - L C) TP + P ( A - L C) = - Q

则有 　　　　 lim
t→∞

( x - x
�) = 0

　　只需将定理 3的证明稍加改动,便可得到如下

定理:

定理 4　设有控制系统( 6) ,观测器为

x
��= ( A - L C) x� + L y + f

�( t , u, x�, y )
y
� = Cx

� ( 8)

若 f ( t, u, x , y ) 及其拟合函数 f
�( t , u. x�, y ) 满足如下

局部 Lipschitz条件:

如果  x - x
� ≥ !, !> 0,则存在

　 f ( t, u, x , y ) - f ( t , u, x�, y )  ≤ R
�
f  x - x

� ( 9)

且有 R
�
f < ∀min( Q ) / 2∀max ( P ) ,其中 P 和 Q为正定对

称矩阵,并满足 Lyapunov 方程

( A - L C)
T
P + P ( A - L C) = - Q

则有 　　　　 lim
t→∞

 x - x
� ≤ !

　　证明　针对系统( 6) 及观测器( 8) , 令 e = x -

x
�,可得误差观测器方程

e
!= ( A - L C) e + f ( t , u, x , y ) -

f
�( t, u, x�, y ) ( 10)

　　考虑如下 Lyapunov 函数 V = e
T
Pe ( P 为正定

阵) , 对其求导, 由式( 10) 有

V!= e
T[ ( A - L C) TP + P( A - L C) ] e +

2eTP [ f ( t, u, x , y ) - f
�( t , u, x�, y ) ]

利用式( 9) ,有  e ≥ !, !> 0,则

V
!≤
e
T [ ( A - LC) TP + P ( A - LC) ] e + 2R�f eTPe =

e
T
[ ( A - LC)

T
P + P ( A - LC) + 2R�f P] e =

- e
T
[ Q - 2R�f P ] e≤ 0

　　根据文献[ 10] 中实用稳定性的定义,可知该系

统是实用稳定的,故有lim
t→∞

 e ≤ !。(证毕)
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进一步, 有如下推广定理:

定理 5　对于控制系统( 6) 和观测器( 8) , 如果

f ( t , u, x , y ) 及其拟合函数 f
�( t , u, x�, y ) 满足如下局

部 Lipschitz条件:

如果  x - x
�  ≥ !, !> 0,则存在

 f ( t , u, x , y ) - f
�( t , u, x�, y )  ≤ R

�
f  x - x

�  

且有R
�
f < ∀min ( Q) / 2∀max( P ) , 其中 P 和 Q 为正定对

称矩阵,并满足 Lyapunov 方程

( A - L C)
T
P + P ( A - L C) = - Q

则有 　　　　 lim
t→∞

 x - x
�  ≤ !

　　定理 4和定理5与T hau定理本质一样,但更便

于实际应用。结合定理 2和定理 4不难发现,恰能用

小波神经网络以较小的规模来对一大类常见的非线

性系统实现较好的拟合。而如果直接利用 T hau 定

理构造观测器 [ 11] , 不难发现当 x = x
~ 时, 有 f ( t , u,

x , y ) = f
�( t, u, x�, y )。这意味着任意函数 f ( t, u, x ,

y ) 及其拟合函数 f
�( t, u, x�, y ) 在无数点上取值相

同,而有限待定参数拟合方式不可能得到这种逼近

效果。所以在实践中不便直接利用 T hau 定理, 而定

理 4却是可行的。实际上,文献[ 11] 就是在 !尽可能
小的情况下应用定理 4巧妙地设计观测器的。

进一步, 结合定理 1和定理 5可构造出应用范

围更广的非线性观测器。

5　观测器的实现

　　L 阵的存在性和具体计算方法参见文献[ 12～

14] ,这里不赘述。

用小波神经网络拟合未知函数时, 估计

Lipschitz 指数  和比例系数 R
�
f 是十分重要的。

Lipschitz 指数  的基本估计方法可参见文献[ 5～

7]。选定小波集后,即可根据定理 1的证明对比例系

数 R
�
f 做出估计。不难看出,参数 !, R�f ,  和 L 阵存在

着复杂的相互制约关系,如何根据具体情况对这些

参数进行折衷设计以求好的效果, 是实际应用中必

须考虑的问题。相关讨论和实例将另文分析。

6　结　　语

　　用小波分析各种前馈神经网络的逼近性质是当

前研究的新热点, 并已取得许多成果
[ 6]
。如果将其它

前馈神经网络的隐层传递函数看成小波尺度函数的

复合, 则在某些情况下完全可能由更少的隐层神经

元来达到拟合目的, 文献[ 11]给出的例子就说明了

这一点。可以预见小波分析的发展能为逼近论增加

更为精彩的内容。

目前,小波技术以其优良的时频分析性质,已在

控制工程领域得到了日益广泛的应用, 这充分体现

了小波技术的特性。但也应看到, 与泛函分析相比,

小波分析在控制理论研究中的应用则少得多。这主

要是因为小波发展较晚, 还未充分发挥其特点。但小

波分析吸收了现代分析学众多分支的精华,今后必

将在自动控制基础理论研究中发挥更大的作用。
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表 3　 计算结果(极小化目标函数值为 1 671. 7)

j 1 2 j 1 2 j 1 2

x 1
j ( 1) 12 0 y2j ( 3) 10 5 z21 j ( 5) 0 0

x 1
j ( 2) 0 5 y2j ( 4) 0 0 z22 j ( 1) 10 0

x 1
j ( 3) 0 15 y2j ( 5) 0 0 z22 j ( 2) 0 0

x 1
j ( 4) 0 0 z 11j ( 1) 0 11 z22 j ( 3) 0 15

x 1
j ( 5) 0 0 z 11j ( 2) 49 0 z22 j ( 4) 0 0

y 1
j ( 1) 0 3 z 11j ( 3) 0 0 z22 j ( 5) 0 0

y 1
j ( 2) 25 0 z 11j ( 4) 0 0 p 1

j ( 1) 12 8

y 1
j ( 3) 10 0 z 11j ( 5) 0 0 p 1

j ( 2) 12 8

y 1
j ( 4) 0 10 z 12j ( 1) 0 0 p 1

j ( 3) 15 10

y 1
j ( 5) 0 0 z 12j ( 2) 0 0 p 1

j ( 4) 10 10

x 2
j ( 1) 0 8 z 12j ( 3) 0 0 p 1

j ( 5) 5 10

x 2
j ( 2) 10 4 z 12j ( 4) 0 35 p 2

j ( 1) 10 8

x 2
j ( 3) 0 0 z 12j ( 5) 0 0 p 2

j ( 2) 10 8

x 2
j ( 4) 0 0 z 21j ( 1) 0 0 p 2

j ( 3) 8 6

x 2
j ( 5) 0 0 z 21j ( 2) 0 12 p 2

j ( 4) 10 5

y 2
j ( 1) 0 0 z 21j ( 3) 28 0 p 2

j ( 5) 0 0

y 2
j ( 2) 0 0 z 21j ( 4) 0 0

力平衡的前提下, 极小化产品提前 / 拖期惩罚费用、

运输费用和产品生产成本费用的总额, 从而实现了

供应链准时化供应并获取最大利润的经营目标。

7　结　　论

　　分布需求计划是供应链管理中的一项重要研

究工作。本文提出的准时化分布需求计划方法, 不仅

能有效地编制出准时化分布需求计划, 实现供应产

品准时化控制策略,而且为供应链管理问题的研究

提供了一条有效途径。所提出的方法运算速度快捷

而准确,具有很强的实用意义,从而能够极大地提高

企业在市场竞争中的应变能力。
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