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离散型模糊数及其在预测与决策问题中的应用*

周　欣　韩生廉
(同济大学电子与信息工程学院　上海　200092)

摘　要　以何种尺度来测量人们在进行预测与决策时心理测度上的模糊性, 是预测是否可靠乃至决策

能否成功的关键。为此,提出离散型模糊数这一尺度及其在预测与决策问题中的算法,并通过实例验证

了该方法的有效性。
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Abstract　 In prediction and decision problems, ther e ar e many relevant uncer tain factor s affecting on

t he psycholog ical judgem ents of decision- maker s. I t′s the key to adopt a suitable implement to expr ess

t he fuzziness o f this psycholog ical mea sur e. The discr ete fuzzy number and its algo rithms proposed here

can appropr iately expr ess the uncerta inty and fuzziness of pr ediction and decision under fuzzy

env ir onment. It s feasibility and validity are shown by examples.
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1　引　　言

　　随着生产系统、社会系统的大规模化和复杂化,

使得人们进行预测与决策变得十分困难。而随着所

搜集信息量的增多, 各种与问题相关的因素直接影

响着预测与决策者的心理判断。因此,能否正确地描

述这种心理测度上的模糊性, 是决定预测的准确性

及决策成败的关键。

模糊环境下的预测与决策方法有多种 [ 1, 2] , 但这

些方法只侧重于描述信息自身的模糊性, 而忽视了

起决定作用的预测与决策者的乐观(风险型)和悲观

(保守型)的心理思维模式和判断尺度。为此,本文提

出离散型模糊数[ 3]这一尺度,给出了离散型模糊数

的加法、数乘、大小比较和求距离等运算, 并通过这

些运算来说明离散型模糊数是解决模糊环境下预测
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与决策问题的简洁而有效的方法。

2　离散型模糊数

2. 1　离散型模糊数的定义

设全体集合 X = { x } ,则定义在 X 上的离散型

模糊数{A } 由 3项组{ ( x 1, �1) , ( x 2, �2) , ( x 3, �3) } 构

成。其中, �2称为最大确信度, x 2为预测与决策者最

相信的心理判断数值; �1和 �3分别称为悲观确信度

和乐观确信度, 描述了预测与决策者认为“如果好一

些,可能得到 x 3 ; 如果坏一些, 可能得到 x 1”的心理

判断。取 0. 5≤ �1 , �2 , �3≤ 1(确信度为 0. 5以下的

数值无意义) , �2≥�1 , �3 , - ∞< x 1, x 2, x 3 < + ∞。

2. 2　离散型模糊数的意义

离散型模糊数的意义与通常的模糊数不同: 通

常的集合 X 上模糊数 A 的特性由其隶属度函数值

�A ( x ) 来描述, 它表示集合 X 的要素 x 属于模糊集



合 A 的程度; 而离散型模糊数{A } 用 3项组{ ( x 1,

�1 ) , ( x 2 , �2) , ( x 3, �3) } 来表示其特性, 这里不存在

模糊集合 A。{A } 描述的是预测与决策者在特定环

境下对某项具体事物进行判断时的心理特征,它给

出了 3个信息: ( x 2, �2 ) 给出了最有把握的判断, 而

( x 1 , �1 ) 和( x 3 , �3 ) 则分别描述了(效益型问题) 悲

观决策和乐观决策的心理。

3　离散型模糊数的运算

3. 1　离散型模糊数的距离

设有两个离散型模糊数

{A } = { ( a1 , �a
1
) , ( a2 , �a

2
) , ( a3 , �a

3
) }

{B} = { ( b1 , �b1 ) , ( b2 , �b2 ) , ( b3, �b3 ) }

则{A } 与{B } 的距离 h( {A } , {B} ) 由下式定义。

h( {A } , {B } ) =

1
2(  2 -  1 ) [ !1( {A } , {B} ) + !2 ( {A } , {B} ) ]

( 1)

其中,  1 ,  2是为使h满足0≤h( {A } , {B } ) ≤1所选

择的调节参数; !1 , !2分别为两个离散型模糊数的下

限确信度距离和上限确信度距离,可由下式求得。

!1( {A } , {B } ) =

�a1�a
1
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1
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2
- b2�b

2
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2

!2( {A } , {B } ) =
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2� + �a3�a
3 - b3�b
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2

( 2)

3. 2　离散型模糊数的大小

所谓最优决策, 就是从有限多个决策方案中选

出最佳的一个,或从有限多个决策方案中选出与理

想方案(目标方案) 最接近的一个。显然, 这需要比

较各个决策方案评价值的大小。

设{A } 和{B} 如 3. 1节定义,比较方法如下:

1) 若
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3
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则{A } > {B} ;

2) 若

�a1a1 + �a
2a2 + �a

3a3
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=
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3
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则当 �a
2
a2 > �b

2
b2时, {A } > {B } ;

3) 若用1) , 2) 均无法判别,则当 ��a
3
a3 - �a

1
a1�

> ��b
3
b3 - �b

1
b1� 时, {A } > {B } ;

4) 若上述方法均无效, 则可认为{A } 和{B } 等

价,即对于决策者而言, 两者给出的信息无明显区

别。但等价不一定意味着{A } 和{ B} 的每一项都相

同,这与相等是不同的概念。

3. 3　离散型模糊数的均值

设有 n个离散型模糊数

{A i} = { ( a i1, �i1 ) , ( ai2 , �i2 ) , ( ai3 , �i3) }

i = 1, 2,⋯, n

则它们的均值如下(以 ai1 , �i1为例, ai2, �i2 和 ai3 , �i3

类同)

a
-

1 = ∑
n

i= 1

ai1�i1 ∑
n

i= 1

�i1 ( 3)

�-1 = ∑
n

i= 1

�i1/ n ( 4)

　　同样可求得( a-2 , �-2) , ( a-3 , �-3 ) ,从而得到{A- }。

3. 4　离散型模糊数的加法

设{A } 和{B } 如 3. 1节定义, 若{C} = {A } +

{B} = { ( c 1, �c
1) , ( c2 , �c

2) , ( c3 , �c
3 ) } ,则有

ci = a i + bi ( 5)

�c
i
= min( �a

i
, �b

i
) ( 6)

3. 5　离散型模糊数的数乘

设{A } 如 3. 1节定义,若{C} = {A } � = { ( c1 ,

�c
1
) , ( c2 , �c

2
) , ( c3 , �c

3
) } , 其中  为实数,则有

ci = a i � ( 7)

�c
i = �a

i ( 8)

4　应用举例

4. 1　应用离散型模糊数进行预测

　　预测步骤如下:

1) 向专家提供离散型模糊数的模式{ ( x 1 , �1 ) ,

( x 2, �2 ) , ( x 3, �3 ) } , 广泛搜集专家提供的数据。设专

家 i 所提供的离散型模糊数为{A i} = { ( a i1, �i1 ) ,

( ai2, �i2) , ( ai3, �i3 ) } , i = 1, 2, ⋯, n, n为专家人数。

2) 求专家数据群的均值,设第 j 次均值为{A- j }

= { ( a-1j , �-1j ) , ( a-2j , �-2j ) , ( a-3j , �-3j ) } , 其中 a, � 按式
( 3) , ( 4) 求得。

3) 把均值{A- j } 反馈给专家作为参考,并返回步

骤 1)。

4) 当均值 {A- j } 趋近稳定时, 求距离 hij =

h( {A i } , {A j } )。

5) 构成各专家数据的距离矩阵 H ( {A } , {B } )
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= {hij } , 再求H
~ = H- = { 1 - h ij } = {h~ij }。由于模糊

的相容关系[ 4] (自反性和对称性) , H~ 不宜直接用来

进行分类,必须把相容关系改造成等价关系。办法是

求 H
~ 阵的传递闭包

H
~

2 = H
~  H

~

　　　!
H
~

n = H
~

n- 1  H
~

( 9)

其中  为 max - min 算子。这时 H
~

n仍保持相容关

系,且有传递性,它与 H
~ 有模糊等价关系。当 H

~
n收

敛后, 即当 i , j 取任意值时, 满足 h
~( n)
ij ≤ h

~(n- 1)
ij , 这时

可用H
~

n来进行分类。

6) 根据约束条件,取距离矩阵的截集。如设定

一阈值 ∀,当 h
~
ij ≥ ∀时,把{A i } 和{A j } 归为一类,从

而选出符合大多数专家意见的数据, 最后利用式

( 3) , ( 4) 求出均值。

　　在经济投资活动中, 投资项目的确定需要考虑

多方面因素, 用一般的单值预测的方法缺乏合理性。
表 1　专家预测数据

专家号 x 1, �1 x2, �2 x 3, �3

1 0. 24, 0. 80 0. 28, 0. 90 0. 30, 0. 70

2 0. 25, 0. 75 0. 27, 0. 85 0. 29, 0. 80

3 0. 26, 0. 60 0. 27, 0. 70 0. 30, 0. 60

4 0. 22, 0. 80 0. 25, 0. 85 0. 33, 0. 75

5 0. 28, 0. 50 0. 30, 0. 60 0. 35, 0. 55

6 0. 27, 0. 58 0. 30, 0. 74 0. 33, 0. 64

7 0. 24, 0. 55 0. 26, 0. 78 0. 30, 0. 60

8 0. 20, 0. 85 0. 24, 0. 90 0. 26, 0. 70

9 0. 23, 0. 65 0. 26, 0. 80 0. 33, 0. 50

10 0. 26, 0. 68 0. 29, 0. 75 0. 34, 0. 55

11 0. 27, 0. 60 0. 30, 0. 75 0. 34, 0. 55

12 0. 28, 0. 55 0. 31, 0. 75 0. 32, 0. 70

13 0. 23, 0. 90 0. 25, 0. 99 0. 27, 0. 90

14 0. 24, 0. 89 0. 28, 0. 95 0. 30, 0. 90

15 0. 26, 0. 90 0. 29, 0. 98 0. 34, 0. 90

16 0. 25, 0. 83 0. 28, 0. 90 0. 29, 0. 85

17 0. 30, 0. 75 0. 34, 0. 85 0. 37, 0. 50

18 0. 22, 0. 65 0. 27, 0. 85 0. 29, 0. 70

19 0. 25, 0. 70 0. 30, 0. 80 0. 35, 0. 70

20 0. 26, 0. 75 0. 28, 0. 90 0. 30, 0. 80

21 0. 23, 0. 77 0. 26, 0. 85 0. 28, 0. 75

本文采用离散型模糊数来描述专家的预测值,可较

好地处理这种模糊环境下的判断。

　　现有如下投资问题:某厂针对 3种不同的产品

进行投资,可投资金额总数为 5 000万元,对 3年后

可获得的收益进行评估。决策者根据 21位各方面专

家的预测值进行综合, 要求各位专家都以离散型模

糊数的形式给出预测数据。对于“3年后, A 产品投

资 1 000万元所能得到的收益”这一问题,经过步骤

1) ～ 3) , 收敛值如表 1所示。要求统计出符合大多

数( 2/ 3以上) 专家意见的数据,并求出均值。

　　根据上述数据, 取 1 = 0. 20,  2 = 0. 37(这里 1

和  2 取值的目的是使 h ij 不大于 1,具体取值并不影

响后面的综合结果)。由式( 1) , ( 2) 可求得距离矩阵

H ( {A } , {B } ) ,再求出 H
~ = H

- = { 1 - h ij } = {h~ij }。

然后求解 H
~ 的多级模糊关系,直到 H

~
n收敛。利用 C

语言编程,可算得对于 H
~
阵,当 ∀= 0. 92时,有{ 1,

2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 13, 14, 16, 18, 19, 20} 组数据属于

一类 , 并求得这1 4组数据的均值为 { ( 0 . 2 4 5 ,

0. 721) , ( 0. 277, 0. 838) , ( 0. 304, 0. 716) }。这就是

21位专家对问题“3年后, A 产品投资 1 000万元所

能得到的收益”的综合预测结果。

4. 2　应用离散型模糊数进行决策

　　类似于4. 1节, 可求得产品A , B, C分别投资

1 000～5 000万元的预测结果。假定由21位专家综

合所得的预测结果(已收敛) 如表 2所示。

　　把所有投资方案一一列出(以 1 000万元为单

位) , 共 21种,如表 3所示。

　　根据以上专家预测数据,求出所有投资方案的

收益值。例如方案 2:

收益值 =

{A 0} + {B1} + {C4} = { ( 0, 1) , ( 0, 1) , ( 0, 1) } +

{ ( 0. 20, 0. 81) , ( 0. 25, 0. 87) , ( 0. 26, 0. 85) } +

{ ( 0. 45, 0. 78) , ( 0. 50, 0. 88) , ( 0. 51, 0. 72) } =

{ ( 0. 65, 0. 78) , ( 0. 75, 0. 87) , ( 0. 77, 0. 72) }

　　把所有方案的收益值都计算出来 , 然后利用

表 2　产品 A , B, C的投资收益(单位: 1 000万元 )

投资额 a1, �a1
a2, �a2

a3, �a3
b1, �b1

b2, �b2
b3, �b3

c 1, �c1
c2, �c2

c3, �c 3

0 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

1 0. 25, 0. 75 0. 28, 0. 85 0. 30, 0. 70 0. 20, 0. 81 0. 25, 0. 87 0. 26, 0. 85 0. 20, 0. 80 0. 25, 0. 90 0. 28, 0. 85

2 0. 40, 0. 65 0. 45, 0. 70 0. 46, 0. 63 0. 33, 0. 69 0. 41, 0. 75 0. 43, 0. 70 0. 25, 0. 75 0. 30, 0. 78 0. 35, 0. 74

3 0. 58, 0. 70 0. 65, 0. 73 0. 71, 0. 65 0. 48, 0. 75 0. 55, 0. 85 0. 60, 0. 82 0. 37, 0. 60 0. 40, 0. 68 0. 42, 0. 65

4 0. 70, 0. 68 0. 78, 0. 70 0. 75, 0. 67 0. 62, 0. 77 0. 65, 0. 82 0. 67, 0. 80 0. 45, 0. 78 0. 50, 0. 88 0. 51, 0. 72

5 0. 72, 0. 75 0. 76, 0. 88 0. 78, 0. 70 0. 71, 0. 87 0. 75, 0. 91 0. 77, 0. 85 0. 53, 0. 85 0. 62, 0. 95 0. 66, 0. 90
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表 3　投资方案

方案 A( 1 000万元) B( 1 000万元) C( 1 000万元)

1 0 0 5

2 0 1 4

! ! ! !

21 5 0 0

3. 2节给出的离散型模糊数大小比较方法, 选出收

益值最大的一个, 结果为方案 10。投资方案为: A,

B,C分别为1 000万元, 3 000万元, 1 000万元, 最大

收益值为{ ( 0. 93, 0. 75) , ( 1. 08, 0. 85) , ( 1. 18,

0. 70) }。

由上述过程可以看出, 所得投资方案从专家给

出的预测数据出发,综合了专家的预测值和确信度,

因此可给出合理而可信的决策结果。

5　结　　语

　　决策的关键是对决策环境的充分认识, 采用具

体尺度描述决策者对环境的认识是影响决策成败的

至关因素。离散型模糊数能较完美地表达决策者的

思考判断模式,并能简洁有效地建立起模糊环境下

最优决策的数学模型, 因此是一种实用而有效的预

测与决策方法。
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