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摘　要　以系统状态方程为模型,提出将系统矩阵 A 块三角分解后, 通过非平衡补偿使其具有块对角

优形式的分解方法。仿真实例证明该方法是可行的, 它可简化模型为块对角型,为大系统分散控制设计

与实现及并行处理提供了实用手段。
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Abstract　An approach o f blo ck diagonally dominant decomposition w hich can simplify the model a

block diagonal form is pr esented by t aking t he st ate equat ion o f the sy st em as a model. The appro ach

makes A , a co efficient matr ix that is decomposed by blo ck triang le method, possess a block diagonally

dom inant fo rm by using unbalance supplement. T he simulation r esults illust rat e that the approach is

feasible. I t is an effectiv e to design, implement and process concur r ently decent ralized contr o l of lar ge-

scale sy stems.
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1　引　　言

　　分散控制策略已广泛应用于大系统的分析与设

计。作为分散控制,首先要解决的问题是如何分解系

统以及分解后的形式。目前的分解方法主要有以下

两种:

1) 按照实际子系统的物理边界来划分,例如块

三角分解[ 1]。这种分解方法可以得到子系统之间相

互作用的重要信息, 但由于分解结果为块上(或下)

三角形式,给计算带来不便。

2) 不受子系统物理边界约束的分解方法, 例如

嵌套的 �分解 [ 2]和 BBD分解[ 3]等。这种方法的分解

结果为块对角和有边界元素的块对角( BBD)的理想
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形式,但却不适合系统方程。BBD 分解主要用于解

高维的 Riccati 和 Lyapunov 方程
[ 4]

; 而 �分解则主
要用于解线性方程组,特别是在雅可比迭代中可体

现出它的优势。

在系统状态方程系数矩阵 A 的块三角分解前

提下,做非平衡补偿
[ 5]
可以弱化非块对角阵元素的

增益,使A 具有块对角优的形式。�处理可以扩大块
三角分解的应用范围,改善块三角分解的结果,使分

解更加理想。

2　系数矩阵 A的块三角分解

　　设系统的状态和输出方程为

X
�= AX + BU ,　Y = CX + DU ( 1)

其中, A = ( a ij ) n×n, i , j = 1, 2,⋯, n; B , C和 D 具有



相应的维数。

当式( 1) 满足块三角分解的充要条件, 即状态

变量的信号流动图是非强连接的[ 1] , 则可块上三角

分解为

X
� = A

�
X
� + B

�
U
�,　Y� = C

�
X
� + D

�
U
� ( 2)

其中, A�= P
T
AP = ( A�p q) m×m(当 p > q时, A�p q = 0)

为块上三角形, Pn×n为顺序矩阵, 且满足 P
T
P = I ,

A
�
pq 为 ip × i q维矩阵,且∑

m

p = 1

i p = ∑
m

q= 1

i q = n; p , q = 1,

2, ⋯, m; X
�

= P
T
X , B

�
= P

T
B , C

�
= CP , D

�
= D。

　　定义1　系统方程同式( 1) ,称系数矩阵A 的元

素 !a ij !的值为耦合强度;忽略 A 中绝对值小于 �的
元素的过程称为 �处理。

�处理是针对系统不能做块三角分解或分解效
果不理想的情况所采取的一种措施。其基本思想是:

通过适当选择 �值(在保证系统主要特征的情况下)

做 �处理,然后做 A 的块三角分解, 可使: 1) 不满足

块三角分解充要条件的系统能够进行分解; 2) 调整

块三角分解的结果使其更为简洁。从物理意义上看,

忽略系数矩阵 A 中 !aij ! < �的元素,相当于忽略系

统中强度小于 �的耦合而形成新的物理边界。

3　块对角优分解

3. 1　非平衡补偿[ 5]

文献[ 5] 以控制对象的传递函数阵 G( S ) 为模

型,提出了非平衡补偿理论。本文将其推广到具有块

划分的状态方程模型中。考虑式( 1) 的系数矩阵 A ,

通过块划分后为A = ( A pq ) m×m,其中A p q为i p× iq维

矩阵, p , q = 1, 2, ⋯, m。取补偿阵 H = diag( I i1×i1,

�I i2×i2 ,⋯, �m- 1
I im×im ) , �≠ 0。补偿后则

　A H = H
- 1
A H =

　

A 11 �A 12 �2
A 13 ⋯ �m- 1

A 1m

1/ �A 21 A 22 �A 23 ⋯ �m- 2
A 2m

∀ ∀ ∀ ∀
1/ �m- 1

Am1 1/ �m- 2
A m2 ⋯ A mm

( 3)

A H 相似于 A。

当 �= 1时, H = I , A H = A ; 当�< 1时, AH 的

块对角阵不变,以块对角线为平衡点,上三角各非块

对角阵前系数逐幂次减小, 下三角的情况则相反;当

�> 1时, A H 的块对角阵仍不变,而非块对角阵的变

化与 �< 1时的情况相反。

定义 2　如果系数矩阵 A 经式( 3) 补偿后得到

A H ,则称 H 和 H
- 1为非平衡补偿阵, �为非平衡补

偿因子。当�= 1时, 称A H是平衡的; 当�≠1时, 称

A H 是非平衡的。A 通过 H 和 H
- 1相似补偿的过程

称为非平衡补偿。

因为 A H 与 A 相似,并且非平衡补偿阵 H 是非

奇异的, 所以 ! I - A !与 ! I - A H !有相同的特征
根,故闭环稳定性相同。因此, 非平衡补偿并不影响

系统的稳定性。

适当选取非平衡补偿因子 �, 可对矩阵 A 的非

块对角阵做弱耦合补偿。如果讨论的系统 A 已具有

块(上或下) 三角形式, 那么通过非平衡补偿可使 A

达到一种新的近似平衡, 即化A 为块对角优(即非块

对角阵元素被弱化而突出主块对角阵) 的形式。实

际上,只要能将 A 阵的非块对角阵元素弱化到一定

程度, 就可忽略非块对角阵, 使其简化为块对角形

式。

3. 2　块对角优的非平衡补偿

设系统方程为式( 1) ,且满足块三角分解的充要

条件,则

A =

a11 a12 ⋯ a1n

a21 a22 a2n

∀ � ∀
an1 an2 ⋯ ann

A
� = P

T
AP =

A
�

11 A
�

12 ⋯ A
�

1m

0 A
�

22 ⋯ A
�
p q ⋯ A

�
2m

∀ ∀
0 ⋯ 0 A

�
mm

( 4)

其中, A�pq 为 i p × iq 维矩阵( p , q = 1, 2,⋯, m) , P n×n

为顺序矩阵,且 P
T
P = I ,则X

�
= P

T
X , B

�
= P

T
B, C

�

= CP , D� = D。取

H = diag( I i
1
×i

1
, �I i

2
×i

2
, ⋯, �m- 1

I i
m
×i

m
)

0 < �< 1

构造补偿阵

N = PH =

P diag( I i
1
×i

1
, �I i

2
×i

2
, ⋯, �m- 1

I i
m
×i

m
) ( 5)

则对 A 所对应系统的非平衡补偿将得到

AN = N
- 1
A N = ( PH ) - 1

A ( PH ) =

H
- 1

( P
- 1
A P ) H = H

- 1
( P

T
AP ) H =

H
- 1
A
�
H =

A
�

11 �A�12 ⋯ �m- 1
A 1m

0 A
�

22 ⋯ �m- 2
A
�

2m

∀ � ∀
0 ⋯ 0 A

�
mm
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B N = N
- 1
B ,　CN = CN

DN = D ,　X N = N
- 1
X ( 6)

　　当非平衡补偿因子 �→ 0时, A N →块对角阵。

从非平衡补偿看,补偿后系统的输出 YN = CNX N +

DNUN = CN ( N - 1
X ) + DU = CX + DU。因�→0,

但 �≠ 0,所以这种补偿在理论上不影响系统输出。

定义 3　将系统的状态方程做上述处理, 使系

数矩阵A 具有块对角优形式的过程称为块对角优分

解;称 N 为块对角优补偿阵。

4　仿真实例

　　多机电力系统的数学模型
[ 6]
同式( 1)。其中

A =

0 1 0 0

- 64. 870 7 - 0. 433 4 - 57. 112 9 0

- 0. 083 7 0 - 0. 324 7 0

0 0 0 - 7. 692 3

0 0 0 0

22. 671 6 0 6. 877 9 0

0. 017 3 0 0. 068 2 0

0 0 0 0

0 0 0 0

18. 176 6 0 5. 688 3 0

0. 008 1 0 0. 033 0

0 0 0 0

0 1 0 0

- 55. 777 0. 270 3 - 53. 520 3 0

- 0. 130 2 0 - 0. 394 0. 2

0 0 0 10

B =
0 0 0 7. 692 3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 10

T

D = 0

C =

- 0. 140 6 0 0. 596 6 0

2. 102 0 1. 673 0

0 0 0 0

0. 066 5 0 0. 074 0

0. 006 6 0 0. 089 0

- 0. 405 5 0 - 0. 490 3 0

0 0 0 1

0. 032 4 0 0. 742 2 0

( 7)

这里取文献[ 6] 中 C12×8阵的 5, 6, 9和 11行作为本

例的输出C 阵。

采用M AT LAB语言编制程序来实现块三角和

块对角优分解,则A 被块三角分解为以6×6和2×

2维阵为块对角线的上三角形式。若取�= 0. 14, 做�
处理后再块三角分解可得

A��=

0 1 0 0

- 64. 870 7 - 0. 433 4 18. 176 6 0

0 0 0 1

22. 671 6 0 - 55. 777 0. 270 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

- 57. 112 9 0 5. 688 3 0

0 0 0 0

6. 877 9 0 - 53. 520 3 0

- 0. 324 7 0 0 0

0 - 7. 692 3 0 0

0 0 - 0. 394 0. 2

0 0 0 10

P =

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

B
� = P

T
B ,　C� = CP ( 8)

　　可见, 结果为以4×4和 4×4维阵为块对角线

的上三角形。若取 �= 0. 000 1,则 H = diag( I 4×4 ,

1 0- 4
I 4×4 ) , 块对角优补偿阵N = P H 。对�( �=

0. 14) 处理后的系统做块对角优分解,结果为

A��N =

0 1 0 0

- 64. 870 7 - 0. 433 4 18. 176 6 0

0 0 0 1

22. 671 6 0 - 55. 777 0. 270 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

- 57. 112 9× 10- 4 0 5. 688 3× 10- 4 0

0 0 0 0

6. 877 9× 10- 4 0 - 53. 520 3× 10- 4 0

- 0. 324 7 0 0 0

0 - 7. 692 3 0 0

0 0 - 0. 394 0. 2

0 0 0 10

　　B N = N
- 1
B =

　　
0 0 0 0 0 7. 692 3 0 0

0 0 0 0 0 0 0 100 000

T
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图 1　 闭环阶跃响应

( a )　输出 y 3 ( t) 的阶跃响应　　( b)　输出 y 4( t) 的阶跃响应

　 CN = CN =

　

- 0. 140 6 0 0. 006 6 0 0. 596 6× 10- 4

2. 102 0 - 0. 405 5 0 1. 673 × 10- 4

0 0 0 0 0

0. 066 5 0 0. 032 4 0 0. 074 × 10- 4

　

0 0. 089× 10- 4 0

0 - 0. 490 3 × 10- 4 0

0 0 1 × 10- 4

0 0. 742 2× 10- 4 0

( 9)

　　可见, A �N为块对角优形式。图1为原系统式( 7)

与块对角优分解后式( 9) 忽略 A �N 的非块对角阵后

的系统,在相同控制条件下的闭环阶跃响应(虚线为

原系统)。由图可见,在 �尽可能小的情况下,做块对

角优分解并忽略非块对角阵, 可使 A �N 简化成块对

角型。从输出响应曲线可以看出,经块对角优分解并

简化系统模型为块对角形式后, 对系统总的影响不

大。因此,简化后的 A �N 为块对角型的系统模型可以

代替原系统的模型。

5　结　　语

　　本文提出块对角优分解, 目的是为了将系统模

型最后简化成块对角型,从而有效地简化系统, 为分

散控制与设计及并行处理提供实用手段。�处理是
在块三角分解结果不理想或不能做块三角分解的情

况下而采取的措施, 可以扩大块对角优分解的适用

范围。�和 �的取值应保证以不影响系统的稳定性
和系统的主要特征为前提,往往要通过仿真试验来

确定。
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