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摘　要　利用 LQ 最优控制逆问题的参数化解,将求解对称、非负定加权矩阵 Q 的问题变为一类 F-范

数优化问题,给出一种求解 LQ 最优控制指标函数中的加权矩阵 Q 的简便而系统的方法。算法的优点在

于任意给定一组自变量,通过解这类优化问题就可求得满足闭环特征值要求的加权矩阵 Q ,而且具有良

好的收敛性。

关键词　LQ 逆问题,最优控制, 加权矩阵,优化

分类号　TP 273

A Numerical Algorithm for the Weighting Matrix Q

of LQ Optimal Control Systems
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Abstract　T he simple and sy st ematic numerical alg or ithm is g iv en for so lv ing the w eight ing matr ix Q

by transforming the pr oblem of determing a symmetr ic, nonnega tiv e w eighting matr ix to a F -no rm

optimization pr oblem . The met hod has t he advantag e t hat t he w eight ing matr ix can be obt ained to meet

t he r equirements of t he closed-loop eigenvalues by optim izing the F -norm with a set o f initial var iables

arbitr ar ily chosen. Simulation shows that the alg or it hm has good perfo rmance in converg ence .
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1　问题的提出

　　LQ(线性二次型)最优控制逆问题所要研究的

内容是如何确定 LQ 最优控制问题

J =
1
2∫

∞

0
[ x

T ( t) Qx ( t ) + u
T ( t) R u( t ) ] dt

s. t . x
�( t ) = A x ( t) + Bu( t )

( 1. 1)

中的加权矩阵 Q 和 R,使得闭环控制系统

x
�( t) = ( A - BK ) x ( t ) ,　K = R

- 1
B

T
P

( 1. 2)

的特征值为期望值 �ci( i = 1, 2,⋯, n)。式中的矩阵

均 为 适 当维 数, 且 满 足 有 关 系 统 解 存 在
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的条件[ 1]。此外,式( 1. 2) 的矩阵P 是代数Riccat i矩

阵方程

　　 A
T
P + P A - P BR

- 1
B

T
P + Q = 0 ( 1. 3)

的唯一对称正定解。

对LQ 最优控制逆问题的研究源于文献[ 2]。近

年来, [ 3～9]在研究该问题的解析解法方面做了大

量工作。[ 3, 4] 研究的是单输入控制系统问题, 所得

结果具有结构简单、计算容易的特点; [ 5, 6] 给出了

LQ 逆问题解的参数化表达式; [ 7] 利用这一表达

式,给出了单输入控制系统 LQ 逆问题的解析解法;

[ 8, 9] 给出了多输入控制系统情况下的简便算法,

但该算法具有一定的局限性, 不能有效地解决闭环

特征值为复数时求解加权矩阵 Q的问题, 主要原因

在于算法属于构造性的。尽管这种构造性的算法为

揭示问题的多解性提供了具有参考价值的信息, 但



对深入研究 LQ 最优控制逆问题解的多解特征, 并

进一步研究 LQ 最优控制的鲁棒性, 不能提供有益

的帮助。

　　本文在上述研究工作的基础上, 提出一种利用

优化方法求解 LQ 最优控制逆问题的数值算法。其

研究思想是将 LQ 最优控制逆问题的解转换为一种

优化命题, 通过对优化命题的优化达到间接求解

LQ最优控制逆问题解的目的。算法的求解过程对

进一步揭示 LQ 最优控制逆问题解的多解特征, 认

识多解意义下的最优性,对控制系统性能的影响等

问题,提出了可供继续研究的新见解。

2　加权矩阵 Q的参数化表示

　　 为了保证 LQ 逆问题解的存在性, 假定 �c i ∈

C
-
opt( i = 1, 2,⋯, n) ,即假定LQ 逆问题解存在。关于

�c i ∈ C
-
opt 的定义方法可参阅文献[ 5, 6]。

为表达方便, 引入如下数学符号的定义

�i = �(�ci )�( - �ci)

C = ( B　A B　⋯　A
n- 1

B )

 i = CH ! +
i ( H C! -

i )
T
=  +

i ( -
i )

T

!±i = [ I m　± �c iI m　⋯　(± �ci ) n- 1
I m] T

其中H 是第一行为[ a1I m　a2I m　⋯　anI m] 的左上

三角Toeplit z矩阵, ai ( i = 0, 1,⋯, n) 为系统( A , B)

的开环特征多项式

�(�) = det (�I - A ) =

an�n
+ an- 1�n- 1

+ ⋯ + a1�+ a0

an = 1

( 2. 1)

的系数, I ∀为 ∀× ∀维单位矩阵。在不致于混淆的情
况下,文中以 I 代替 I ∀。

定理1
[ 5, 6]　考虑由方程( 1. 1) ～ ( 1. 3) 所描述

的线性二次型最优控制问题的逆问题。满足闭环特

征值�c i( i = 1, 2,⋯, n) 要求的加权矩阵Q (在R = I

的条件下) 可参数化表示为

Q = - [�1#1　�2#2　⋯　�n#n] ×

[ 1#1　 2#2　⋯　 n#n ] - 1 ( 2. 2)

的充分必要条件是:

1) 系统( 1. 3)的特征值为�c i( i = 1, 2, ⋯, n) ,且

�c i 的几何重根个数等于它的代数重根个数;

2) 当 �ci ∈ �( A ) 或�ci ∈ �( - A ) 时,矩阵 A 的

特征值{�oi) n
i= 1中的某个�oi = �ci或 �oi = - �ci的几何

重根个数为 1。

其中#i∈C
n×1

( i = 1, 2,⋯, n) 的选取使得Q =

Q
T
≥ 0,  i#i( i = 1, 2,⋯, n) 在复数空间C

n×n
上线性

独立;且当 �ci = �*cj 时, #i = #*j , * 表示复数共轭。

由定理1知, 在�ci ( i = 1, 2,⋯, n) 满足定理1充

分必要条件的情况下, 为了求得 LQ 最优控制逆问

题的解,关键是求解变量 #i ( i = 1, 2,⋯, n)。一旦求

得变量 #i ( i = 1, 2,⋯, n) , 则有如下推论:

推论 1
[ 5]
　方程( 1. 2) 中的最优状态反馈系数

矩阵 K 可以表示为

K = - [�(�c1 ) V 1　�(�c2 ) V 2　⋯　�(�cn) V n] ×

　　[ X 1　X 2　⋯　X n] - 1 ( 2. 3)

V i = �( - �ci ) B
T
( - �ciI - A

T
)
- 1#i = ( -

i )
T#i

( 2. 4)

X i = �(�ci ) (�c iI - A )
- 1

BV i =  +
i V i =  i#i

( 2. 5)

3　求解加权矩阵 Q的优化算法

　　由定理1知, 变量#i( i = 1, 2,⋯, n) 的确定是在

矩阵 Q满足 Q = Q
T ≥ 0和{ i#i} n

i= 1在 C
n×n 空间上

线性独立这两个约束条件下进行的, 直接求解这一

问题较为困难。文献[ 8, 9] 给出一种构造方法。下面

利用数值优化方法研究 LQ逆问题解的求解方法。

引理 1
[ 10]
　当矩阵对( A , B) 可控, �ci 互异时,

几乎对于所有的 #i ∈ C
n×1,  i#i( i = 1, 2,⋯, n) 在

C
n×n 空间上线性独立。

该引理表明在求解 LQ 逆问题时, 可以认为

{#i} n
i= 1 是完全自由参数。这对于利用优化方法求解

LQ 逆问题解带来了极大的方便。定义

Y = ( �1#1　�2#2　⋯　�n#n ) ( 3. 1)

X = ( X 1　X 2　⋯　X n ) =

(  1#1　 2#2　⋯　 n#n ) ( 3. 2)

则式( 2. 2) 可表示为

Q = - Y X
- 1 ( 3. 3)

为保证Q矩阵具有对称、非负定性,定义具有逼近性

质的目标函数

　 J = T r[ ( Y X
- 1

- Qs )
T
( Y X

- 1
- Q s) ] ( 3. 4)

式中

Qs = Udiag [ ∃1　∃2　⋯　∃n] U
T

U = [ U 1　U 2　⋯　Un ]
( 3. 5)

其中U i ( i = 1, 2,⋯, n) 为矩阵[ Q
T

Q] 属于其特征值

∃2i ( i = 1, 2,⋯, n) 的特征矢量。

给定 #i( i = 1, 2,⋯, n) , 可以求得 Q和Q s ,但 Q

不一定是问题的解, 只有通过对 #i ( i = 1, 2,⋯, n)

的数值求解使得 Q 逐步逼近 Q s,当 Q = Q s 时, Q才
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是问题的解。此时, J 达到最优目标值零。

引理2　对于 � k ≠ 0,式( 2. 2) 中的#i( i = 1,

2, ⋯, n) 扩大或缩小 k 倍不改变矩阵 Q的结果。

　　引理2表明 #i( i = 1, 2,⋯, n) 模的大小不改变

矩阵Q 的计算结果。为此, 不妨假设矢量 #i 的 2-范

数‖#i‖2满足‖#i‖2 = 1, i = 1, 2, ⋯, n。

根据上述分析, 引入优化加权矩阵 W ( W =

diag ( %1　%2　⋯　%n) , %i > 0) ,则求解 LQ 逆问题

解的综合优化指标函数可表示为

M in
#

i

J =

M in
#i

Tr [ ( Y X
- 1

- Q s)
T

W ( Y X
- 1

- Qs ) ] =

T r[ ( Q - Qs ) TW ( Q - Qs ) ]　　　　 　 ( 3. 6)

s. t . ‖#i‖2 = 1, 　i = 1, 2,⋯, n

　　如果定义矩阵Q
- = X

T
QX , 则有Q

- = - X
T

Y。仿

照提出优化命题( 3. 6) 的原理, 还可得到另一种求

解 LQ 逆问题的优化命题

M in
#

i

J =

M in
#

i

Tr [ ( X
T

Y - Q
-

s)
T

W ( X
T

Y - Q
-

s ) ] =

M in
#

i

Tr [ ( Q
- - Q

-
s ) T W ( Q

- - Q
-

s ) ]　 　 　　( 3. 7)

s. t . ‖#i‖2 = 1,　i = 1, 2,⋯, n

式中

Q
-

s = Udiag[ ∃-1　∃-2　⋯　∃-n ] U
T

U = [ U 1　U2　⋯　U n]
( 3. 8)

其中U i( i = 1, 2, ⋯, n) 为矩阵[ Q
- T

Q
- ] 属于其特征值

∃-2i ( i = 1, 2,⋯, n) 的特征矢量。

为了便于求解优化命题( 3. 6) 和( 3. 7) 的解,现

给出如下结论:

定理2　对于由( 3. 6) 式定义的一类优化命题,

其一阶梯度函数 �J / �#i 可表示为

�J / �#Ti =

- 2( 0　⋯　0　1

i

　0　⋯　0) X
- 1×

( Q - Qs ) TW ( �i I - Q i ) I -
#i#Ti
#Ti #i

( 3. 9)

　　证明　根据 J 的定义, 当 Q具有增量 &Q时,

&J 可以表示为

&J =

T r[ ( Q - Q s + &Q) T
W ( Q - Q s +

&Q) - ( Q - Qs ) TW ( Q - Qs ) ] ( 3. 10)

式中

&Q = - [ ( Y + &Y ) ( X + &X )
- 1

- Y X
- 1
]

( 3. 11)

&X = [ 0　⋯　0

i- 1

　 i&#i　0　⋯　0]

&Y
T = [ 0　⋯　0

i- 1

　�i&#i　0　⋯　0]

　　 　　　i∈ [ 1, n]

( 3. 12)

当 &#i 充分小时,可近似求得

　　[ X + &X ] - 1  X
- 1 - X

- 1&X X
- 1 ( 3. 13)

　　&Q =

　　 - [ ( Y + &Y ) ( X + &X ) - 1 - Y X
- 1]  

　　 - ( &Y X
- 1 - Y X

- 1&X X
- 1) ( 3. 14)

此时 &J 关于 &Q的一阶近似表达式为

&J =

Tr [ &Q
T

W ( Q - Qs ) + ( Q - Q s)
T

W &Q] =

2T r[ ( Q - Qs ) TW &Q ] ! T r[ F&Q ] ( 3. 15)

式中 F = 2( Q - Q s)
T

W。将式( 3. 14) 代入( 3. 15) ,

并利用式( 3. 3) 和( 3. 12) , 由式( 3. 15) 可进一步求

得 &J 关于 &#i 的一阶近似表达式

&J  
- T r[ F ( &YX

- 1
- Y X

- 1&X X
- 1
) ] =

- T r[ X
- 1

F( &Y - Q&X ) ] =

- ( 0　⋯　0　1

i

　0　⋯　0) ×

X
- 1

F( �iI - Q i ) &#i ( 3. 16)

　　另一方面,由 ‖#i‖2 = 1( i = 1, 2,⋯, n) 的约

束条件可求得增量方程 &#Ti #i = 0, 且对于任意的

&#~i ∈R
m×1, &#i = ( I - #i#Ti / #Ti #i) &#~i。不妨取 &#~i =

&#\ - i ,则方程( 3. 16) 变为

&J =

- 2( 0　⋯　0　1

i

　0　⋯　0) X
- 1( Q -

Q s ) TW ( �iI - Q i ) I -
#i#Ti
#Ti #i

&#i ( 3. 17)

　　 由此可以求得方程( 3. 9) , 从而证明了定理 2。

(证毕)

　　由 &#i = ( I - #i#Ti /#Ti #i ) &#~i 的表达式可知, 当

m = 1时, &#i = 0,从而有�J / �#Ti = 0。这表明对于m

= 1的控制系统无自由参数可供优化。此外,由于 J

的最优目标值是零, 因此, W 的作用只有助于加快

算法的收敛速度,而不影响问题的求解。

定理3　对于由式( 3. 7) 定义的一类优化命题,

其一阶梯度函数 �J / �#i 可表示为

　　　�J / �#Ti =

　　　 - ( 0　⋯　0　1

i

　0　⋯　0) ×
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　　　(�i FX
T + F

T
Y

T i ) I -
#i#Ti
#Ti #i

( 3. 18)

式中　 　　　F = 2( Q
- - Q

-
s ) TW

4　复数特征值情况

　　当系统的闭环特征值为复数时, 利用文献[ 8,

9] 中的构造方法无法求解加权矩阵 Q。仿照上节的

优化方法则可方便地解决这一问题。

为研究方便,假定系统的第 1和第 2两个闭环

特征值为复数,即�c1 = �*c2 ,并且定义#1 = #*2 = #~1 +
#~2j,  1 =  *

2 =  ~1 +  ~2j, �1 = �*2 = �~1 + �~2 j以及变
换矩阵

　　T ∀= Block -

　　diag
- 0. 5j 0. 5

0. 5j 0. 5
∀ I ∀, I ∀,⋯, I ∀ ( 4. 1)

式中, ∀ 为克罗内克尔积, T ∀为 ∀× ∀维的单位矩
阵。用 T 1 和 T n 对方程( 2. 2) 进行变换得到

Q =

- ( #~2　#~1　⋯　#~n) Block -

diag
�~1 - �~2
�~2 �~1

, �3 , ⋯, �n ×

( [ ~2　 ~1　⋯　 ~n] Block -

diag
#~1 - #~2
#~2 #~1

, #~3 , ⋯, #~n )
- 1

!

- Y X
- 1 ( 4. 2)

　　在此基础上,仿照定理2的证明过程, 可以求得

式( 3. 6) 中 J 的增量

&J =

T r[ &Q
T
W ( Q - Qs ) + ( Q - Qs )

T
W &Q ] =

2Tr [ ( Q - Qs ) T W &Q ] =

- T r[ F ( &Y X
- 1

- Y X
- 1&X X

- 1
) ] =

- T r[ X
- 1

F ( &Y - Q&X ) ] ( 4. 3)

式中

&X = [ 0　⋯　0

i- 1

　 i&#i　0　⋯　0]

&Y = [ 0　⋯　0

i- 1

　�i&#i　0　⋯　0]

　　　　　i∈ [ 1, n]

( 4. 4)

当 i = 1, 2时,有

&X =

[ ~1&#~2 +  ~2&#~1　 ~1&#~1 -  ~2&#~2　0　⋯　0]

&Y =

[�~1&#~2 + �~2&#~1　�~1&#~1 - �~2&#~2　0　⋯　0]

( 4. 5)

将式( 4. 4) 和( 4. 5) 依次代入式( 4. 3) , 可进一步求

得 &J 关于 &#i 的一阶近似表达式

&J  

- [ ( 1　0　⋯　0) X
- 1

F( �~2I - Q ~2) +

( 0　1　0　⋯　0) X
- 1

F (�~1I - Q ~1) ] &#1

　　　　　　　i = 1

- [ ( 1　0　⋯　0) X
- 1

F( �~1I - Q ~1) -

( 0　1　0　⋯　0) X
- 1

F (�~2I - Q ~2) ] &#2
　　　　　　　i = 2

- ( 0　⋯　0　1

i

　0　⋯　0) X
- 1

F ×

(�iI - Q i) &#i, 　i = 3, 4,⋯, n

( 4. 6)

　　考虑到约束条件‖#i‖2 = 1( i = 1, 2,⋯, n) , J

关于变量 #i 的一阶梯度函数的表达式为

�J
�#Ti =

- [ ( 1　0　⋯　0) X
- 1

F (�~2I - Q ~2) +

( 0　1　0　⋯　0) X
- 1

F(�~1I - Q ~1 ) ] ×
( I - #1#T1 /#T1#1 ) ,　i = 1

- [ ( 1　0　⋯　0) X
- 1

F (�~1I - Q ~1) -

( 0　1　0　⋯　0) X
- 1

F(�~2I - Q ~2 ) ] ×

( I - #2#T2 /#T2#2 ) ,　i = 2

- ( 0　⋯　0　1

i

　0　⋯　0) X
- 1

F ×

(�iI - Q ~i ) × ( I - #i#Ti /#Ti #i )

　　　　i = 3, 4,⋯, n

式中 F = 2( Q - Qs ) TW , Qs 由式( 3. 7) 定义。

5　算法举例

　　例1
[ 8]　考虑一线性时不变可控连续时间系统

x
�( t ) =

- 1 0 0

1 0 - 1

0 4 0

x ( t ) +

1 0

0 1

0 0

u( t)

取 R = I , �c1 = �*c2 = - 2 + 1j, �c3 = - 7。求满足上

述要求的加权矩阵 Q和状态反馈系数矩阵 K。

对于本系统�( s) = ( s + 1) ( s
2
+ 4) = s

3
+ s

2
+

4s + 4。由此可求得

�(�c1) = �* ( �c2 ) = - 3 + 11j

�( - �c1) = �* ( - �c2) = 17 - 19j

�(�c3) = - 318,　�( - �c3) = 424

�1 = �*2 = 158 - 244j,　�3 = - 134 832

 1 =  *2 =

33 10 28

- 10 - 13 - 8

28 8 - 16

+

- 56 - 15 - 16

15 - 16 - 36

- 16 36 64

j
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 3 =
2 809 371 212

- 371 2 303 1 316

212 - 1 316 - 752

　　任意选取#1= [ 1　0　0] T , #2 = [ 0　1　0] T, #3
= [ 0　0　1] T , W = I , 步长 h = 0. 000 25, 经过

MATLAB仿真软件仿真得到

Q =

29. 151 5 24. 436 4 - 7. 358 0

24. 436 4 32. 848 5 - 3. 172 6

- 7. 358 0 - 3. 172 6 3. 700 2

≥ 0

P =

4. 476 0 2. 079 2 - 1. 772 3

2. 079 2 5. 524 0 0. 248 6

- 1. 772 3 0. 248 6 1. 596 2

K =
4. 476 0 2. 079 2 - 1. 772 3

2. 079 2 5. 524 0 0. 248 6

经验证,矩阵( A - B K ) 的 3个特征值为

�c1 = �*c2 = - 2 + 1j, �c3 = - 7

任意选取 #1 = [ 1　0　0]
T
, #2 = [ 1　1　0]

T
, #3 =

[ 1　1　1]
T
, W = I , 步 长 h = 0. 000 5, 经过

MATLAB仿真软件仿真得到

Q =

5. 955 7 14. 502 2 3. 718 4

14. 502 1 56. 044 4 21. 297 6

3. 718 6 21. 297 6 9. 552 4

≥ 0

P =

1. 635 6 2. 004 5 - 0. 204 2

2. 004 5 8. 364 4 2. 242 0

- 0. 204 2 2. 242 0 1. 352 6

K =
1. 635 6 2. 004 5 - 0. 204 2

2. 004 5 8. 364 4 2. 242 0

经验证,矩阵( A - B K ) 的 3个特征值为

�c1 = �*c2 = - 2 + 1j,　�c3 = - 7

6　结　　语

　　仿真表明,利用本文方法求解LQ逆问题解时,

影响计算结果的因素有步长 h 和自变量 #i。算法的

收敛性几乎与 #i 的初值无关, 不同的初值可以得到

不同的计算结果, 解是非唯一的。尽管步长 h 的取值

范围很大,算法的稳定性也很好,但适当地选取步长

h 可以明显地提高算法的收敛速度。

由于 Q矩阵的非唯一性,必然存在一个解使得

LQ 最优控制具有更好的鲁棒性。因此, 本文方法为

进一步研究该问题带来了极大的方便。
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