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摘　要　提出一种用输入-状态线性化来控制 Ro�ssler 混沌系统的有效方法, 使该混沌系统实现了全局

稳定(稳化)并能实现对原系统不稳定平衡点和周期信号的稳态跟踪。该方法的特点是通过状态变换将

非线性动态特性全部变成线性动态特性,从而可以应用熟知的线性控制方法。仿真结果证实了该方法的

有效性。
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Abstract　An effective appro ach by using an input- sta te linearization method t o contr o l Ro�ssler system is

pr oposed. Theproposed method can realize g lobal stability and tr acking no t only to any unst able equilibrium

po int but also to desired per iodic o rbit o f Ro
�
ssler system. T he idea of the method is to tr ansfo rm a nonlinear

sy st em dynamics into a linear one thr ough sta te-tr ansfo rm, so that well- known linear contr o l techniques

can be applied. Simulation r esults show the effect iveness of the method.

Key words　chaos, input-stat e linear ization, stabilization, steady t racking

1　引　　言

　　Lorenz在研究大气热对流时发现所得的由 3

个一阶自治非线性微分方程组成的方程组, 会产生

奇特的混沌现象[ 1]。Ro�ssler 对该方程组进行简化,

得到了只含一个非线性项且能产生混沌运动的最简

方程组,这就是著名的 Ro�ssler 混沌系统[ 2]。

Py ragas
[ 3]
研究了 Ro�ssler 系统的控制问题, 用

外力控制及延迟反馈控制两种方法,使该系统吸引

子中不稳定周期轨道实现了稳化。此后提出的延迟

反馈的扩展方法也是研究不稳定周期轨道的稳化问

题。但对于如何将系统控制到稳态(平衡态)的问题,

尚未见报道。本文将非线性控制理论中输入-状态线
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性化的方法用于 Ro�ssler 混沌系统的控制, 可使混

沌的所有非线性特性保存下来,而没有任何近似。所

采用的控制方法不仅能将 Ro�ssler 系统控制到稳
态, 而且能实现对原系统不稳定平衡点以及周期轨

道的跟踪。仿真结果证实了该方法的有效性。

对于一个无控的混沌非线性系统

x
�= f ( x) ( 1)

加入一个控制 u后,可以表示成单输入非线性系统

x
�= f ( x) + g( x) u ( 2)

其中 x∈ R
n
, u ∈ R

1
(在许多情况下, 这种分解是可

能的) , g( x) 和 f ( x) 为 R
n
上的平滑向量场。如果R

n

中存在一个区域 � ,一个微分同胚�: � →R
n, 以及一

个反馈控制律

u =  ( x ) + !( x ) ∀ ( 3)

使得新的状态变量 z = �( x ) 和新的输入∀满足线性



定常关系

z
�= A z + b∀ ( 4)

其中

A =

0 1 0 ⋯ 0

0 0 1 ⋯ 0

0 0 0 � 0

0 0 0 ⋯ 1

0 0 0 ⋯ 0

,　b =

0

0

 
0

1

( 5)

则该系统是输入-状态可线性化的。新状态 z 称为线

性化状态,新控制律( 3) 称为线性化控制律。

定理 1
[ 4]　 对于非线性系统( 2) (其中 g( x) 和

f ( x) 为平滑向量场) , 当且仅当存在一个区域 � 使
得下列条件成立时, 则该非线性系统是输入 -状态

可线性化的。

1) 矢量场{g, adf g,⋯, adn- 1
f g} 在 � 内线性无

关;

2) 集合{g, adf g,⋯ad
n- 1
f g} 在 � 内是对合的。

在进行输入 -状态线性化时, 第一个状态 z 1应

满足

� z 1ad1
fg = 0,　i = 0, 1,⋯, n - 2

� z 1adn- 1
f g≠ 0

( 6)

　　新的状态变换为

z ( x ) = [ z 1 , L f z 1,⋯, L n- 1
f z 1 ] T

而输入变换( 3) 中

 ( x ) = -
L

n
f z 1

L gL
n- 1
f z 1

!( x ) =
1

L gL
n- 1
f z 1

( 7)

2　控制 Ro
�
ssler系统中的混沌

2. 1　输入 状态线性化方法

Ro�ssler 系统的数学模型是用一阶微分方程组
描述的,即

x
�
1 = - x 2 - x 3

x
�
2 = x 1 + 0. 2x 2

x
�
3 = x 3( x 1 - 5. 7) + 0. 2

( 8)

随着过程的演化, 方程组( 8) 的三维状态空间轨迹

为Ro�ssler系统确定了一个“奇怪吸引子”, 基于这个
吸引子的运动描绘了一个复杂特性。Ro�ssler 系统的
相轨迹有如下特点:

1) 所有轨迹既不是稳定的,也不是不稳定的;

2) 所有轨迹都最后局限于有限的范围内。

在式( 8) 的第 3个方程的右端增加一个控制输入 u,

便得到一个受控的 Ro�ssler 系统
x
�
1 = - x 2 - x 3

x�2 = x 1 + 0. 2x 2

x
�
3 = x 3( x 1 - 5. 7) + 0. 2 + u

( 9)

　　下面用输入 -状态线性化方法使 Ro�ssler 系统
收敛于原点( 0, 0, 0) ,即实现系统的稳化。

1) 对应于受控Ro�ssler系统( 9)的矢量场 f 和g

为

f = [ - x 2 - x 3 , x 1 + 0. 2x 2,

0. 2 + x 3( x 1 - 5. 7) ] T

g = [ 0, 0, 1] T

　　2) 检验能控性和对合条件。由计算得到: 矢量

场{g, adf g, ad2f g} 的秩为 3, 在 R
3内线性无关, 且其

中任意两个向量的李括号均可用集合中的向量线性

表示, 它构成一个对合集, 因此系统( 9) 是输入 -状

态可线性化的。

3) 由计算得到状态变换 z = z( x) 为

z 1 = x 1

z 2 = L f z 1 = - x 2 - x 3

z 3 = L
2
f z 1 = - ( x 1 + 0. 2x 2) -

　　( 0. 2 + x 3( x 1 - 5. 7) )

( 10)

相应的输入变换为

u = ( ∀- L
3
f z 1) / ( LgL

2
f z 1 ) =

{∀- [ ( 1 + x 3 ) ( x 2 + x 3 ) -

0. 2( x 1 + 0. 2x 2 ) -

x 1 ( 0. 2 + x 3 ( x 1 - 5. 7) ) ] } / ( - x 1) ( 11)

由上述状态变换与输入变换的结果, 最终得到一组

线性微分方程

z
�
1 = z 2 ,　z

�
2 = z 3, 　z

�
3 = ∀ ( 12)

这样便完成了输入 -状态线性化。由线性控制系统

理论知, 只要系统( 12) 的所有极点具有负实部, 那

么该系统就是稳定的。不失一般性,将 3个极点均配

置在 - 2处,则反馈控制律为

∀= - 8z 1 - 12z 2 - 6z 3 ( 13)

与控制律( 13) 相应的原控制输入( 12) 为

u =

{- 8z 1 - 12z 2 - 6z 3 -

[ ( 1 + x 3 ) ( x 2 + x 3 ) -

0. 2( x 1 + 0. 2x 2) -

x 1( 0. 2 + x 3( x 1 - 5. 7) ) ] } / ( - x 1 ) =

{ - 8x 1 + ( 11 - x 3 ) ( x 2 + x 3 ) +

5. 8( x 1 + 0. 2x 2) - ( 6 - x 1 ) ( 0. 2 +

　　x 3( x 1 - 5. 7) ) } / ( - x 1) ( 14)
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图 1　Ro�ssler系统及稳化后的状态响应

( a) x 1 的状态响应　　( b) x 2的状态响应 　　( c) x 3的状态响应

2. 2　一种改进的输入 状态线性化方法

为使系统稳化, 应存在如下关系:当 t→ ∞时,

x 1 , x 2, x 3→ 0, 但由式( 14) 知, 此时控制 !u! →∞,

这意味着由式( 14) 给出的控制器需要无穷大的能

量。这是一种奇异控制, 在实际中不可能使用。为了

避开这种情况,可以选择一种比较特殊的线性化状

态变换式,即取

w 1 = x 1

w 2 = x 2

w 3 = x 2 + x 3

( 15)

则得到一组微分方程

w
�
1 = - w 3

w
�
2 = w 1 + 0. 2w 2

w�3 = x 1 + 0. 2x 2 +

　 　 x 3( x 1 - 5. 7) + 0. 2 + u

( 16)

取控制律

u = #- [ x 1 + 0. 2x 2 +

x 3( x 1 - 5. 7) + 0. 2] ( 17)

可用来抵消式( 16) 中的非线性, 其中 #是待设计的

等效输入(相当于式( 11) 中的 ∀,等效的含义是只要

确定出 #, u 也就确定, 反之亦然)。于是可得到线性

的输入 -状态关系为

w
�
1 = - w 3

w
�
2 = w 1 + 0. 2w 2

w�3 = #

( 18)

因此, 通过状态变换( 15) 和输入变换( 17) , 将用原

输入u去稳定原非线性动态系统( 9) 的问题,转变成

用输入#来稳定动态系统( 18) 的问题。可以证明,动

态系统( 18) 是线性和能控的。采用线性状态反馈控

制律

#= k1w 1 + k 2w 2 + k3w 3

同样, 仍把 3个极点均配置在- 2处,则反馈控制律

为

#= 13. 24w 1 + 10. 648w 2 - 6. 2w \ - 3 ( 19)

得到的闭环动态系统

w
�
1 = - w 3

w
�
2 = w 1 + 0. 2w 2

w�3 = 13. 24w 1 + 10. 648w 2 - 6. 2w 3

( 20)

是稳定的。与控制律( 19) 相应的原控制输入( 18) 为

　　u =

　　13. 24w 1 + 10. 648w 2 - 6. 2w 3 -

　　[ x 1 + 0. 2x 2 + x 3 ( x 1 - 5. 7) + 0. 2] =

　　12. 24w 1 + 10. 448w 2 - 6. 2w 3 -

　　( w 3 - w 2) ( w 1 - 5. 7) - 0. 2 =

　　12. 24x 1 + 4. 243x 2 -

　　x 3( x 1 - 5. 7) - 0. 2 ( 21)

由式( 21) 得到的控制 u所需要的能量是有限的, 因

为当 t→∞,即 x 1 , x 2, x 3→ 0时,控制 !u!→ 0. 2, 这

才是我们所需要的控制。

原状态x 由 w给出为

x 1 = w 1

x 2 = w 2

x 3 = w 3 - w 2

( 22)

由于闭环动态系统 ( 20) 是稳定的, w 1, w 2 , w 3 均收

敛于零, 故原状态 x也收敛于零, 且是全局收敛的。

因为微分同胚 w( x) 和输入状态变换( 17) 都是处处

有定义的,所以输入 -状态线性化是全局性的。

该结论的仿真结果如图 1所示。图中实线是对

混沌系统施加控制( 21) 后的状态响应, 3个状态变

量均收敛于零, 即受控的 Ro�ssler 系统是稳定的; 虚

线是原混沌系统的状态响应。显然,仿真结果与理论

分析是一致的。输入 -状态线性化不仅能实现系统

的稳化, 而且可以实现对系统不稳定平衡点和周期

行为的跟踪。限于篇幅,仿真结果不再给出。
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3　结　　论

　　本文采用输入-状态线性化方法,对 Ro�ssler 系
统的混沌行为实现了稳化和跟踪, 理论分析与仿真

结果相符,证实了该方法的有效性。该非线性控制方

法的提出,为混沌系统的控制提供了一个新的途径。

该控制方法具有如下优点: 1) 控制方法容易实现;

2) 能有效地实现系统的全局稳定; 3) 能对不稳定

的平衡点和希望的周期进行稳态跟踪; 4) 最后设

计的控制器需要的能量较小; 5) 对系统施加控制

后收敛速度极快。

文献[ 5, 6]曾用输入-状态线性化方法对改进的

Lorenz 混沌系统进行控制, 但得到的控制 u 是一种

奇异控制;而本文的方法则避开了这种奇异控制。
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