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摘　要　进一步研究一类 DEDS 最优调度问题,用极大代数方法得到了目标函数所有参数的简化公

式,从而完善并改进了最优调度算法。该结果可用于含存储器的串行生产线。
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Improvement on a Kind of Optimal Scheduling Algorithms

of Discrete Event Dynamic Systems

Chen W ende

( I nstitute of Sy st ems Science, Academia Sinica )

Abstract　 A kind of optim al scheduling problems of discr ete event dynamic systems was studied.

Simplified formulations o f all par ameter s o f object ive function w ere obt ained by max-alg ebra method.

T he optimal scheduling algo rithm has been per fect ed and improved. This result may be applied to series

pr oduction lines w it h buffer .
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1　问题描述

　　文献[ 1] 给出一类 DEDS 最优调度问题的解

法。该解法特别适用于热轧生产线等系统的最优调

度问题[ 2]。本文对其做了进一步研究,简化了目标函

数非常复杂的计算过程,完善并改进了调度算法。

首先引用文献[ 1] 的问题与结果, 但对其记号

和细节略做改动和简化。

问题1　有m台机器(包括存储器,将其看成加

工时间为零的机器) 组成串行生产线, 进行批量生

产,加工 n种工件。以 ti ( j ) 表示第 i种工件在第 j 台

机器上加工所需时间, 且均已知。设 n种工件加工次

序已排定,当第 1台机器空出时就投入下一个工件。

问题是:如何调度每种工件的数量 M i , 使每批生产

N = ∑
n

i= 1
M i 个工件, 而单位时间的利润 f =

∑
n

i= 1
w iM i/ c达到最大(这里 c为加工一批工件所需时

间, w i 为第 i种工件加工后所增利润)。这是一个十

分困难的非线性整数规划问题。

2　最优调度算法的改进

　　文献[ 1] 首先研究了n = 2,M 1取为 1,M 2记为

M 时一个变量的最优解; 然后利用反复迭代的算法

得到多个变量的最优解。本文主要研究一个变量的

最优解,因而把 t 2( j ) 简记为 t ( j )。令 R 为实数域, D

为极大代数( R ∪ { - ∞} , � ) , 其中 a � b = :

max( a, b) , ab = : a + b。本文以下用�表示按D上�
运算求和。令 A 为 D上 m × m 阶阵,则
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　A = :

　

t( 1) 0

t( 1, 2) t( 2) 0 - ∞

� � �

t( 1,m - 1) t( 2,m - 1) t(m - 1) 0

t( 1,m) t( 2, m) ⋯ t(m)

其中 t ( r, s) = : t( r ) + t( r + 1) + ⋯ +

t( s - 1) + t( s)

再令B为与A 结构相同的阵,仅元素 t( j ) 被 t1 ( j ) 取

代。记B阵第 r 行第 s列元素为 b( r, s) ,再记( A M) �阵

第 r行第 s列元素为a r, s (M ) ,设r , s取定。下面定义A

的对角线元素的一串极大值。

定义 1　 令 R = : m in( r , s) , S = : max ( r , s) , j

= : max{ i� i ∈ [ R , S ] , t( i ) = ∑
S

k= R

t( k) } , t ( 1) = :

t
~( 1) = : t ( j )。当 r≤ s时, 令j 1 = j′1 = 0;当 r > s时,

令 j 1 = j′1 = r - s。若 j u- 1 < j < j u时,有 t( r - j )

≤ t
 ( u - 1) , 但 t ( r - j u ) > t

 ( u - 1) ,则对 u > 1定

义 t
 ( u) = : t( r - j u) , 直到 t( r - j ) = t( 1) ,共定义

出 t
 ( 1) , t ( 2) ,⋯, t ( P )。若 j′v- 1 < j < j′v时, 有t ( s+

j ) ≤ t
~( v - 1) ,但 t( s + j′v ) > t

~( v - 1) ,则对 v >

1定义 t
~( v ) = : t( s + j′v) , 直到 t( s + j ) = t(m ) ,共

定义出 t~( 1) , t~( 2) , ⋯, t~( Q)。注意到每个 u或 v 被唯

一的一个机器序号 j 上的 t( j ) 所定义,因而构成与 j

的一一对应关系。

引理1
[ 1]
　在上述记号和定义下, 可得( A

M
)
�
元

素的公式为

ar , s (M ) =

- ∞,　r > s,　M < r - s

　0, 　 r > s, 　M = r - s

∑
z

u= 1

t ( r - j u , s) t ( u) M- 1- j
u �

∑
y

v= 2
t ( r, s + j′v) t~( v ) M- 1- j′v ,　否则

( 1)

其中

j z < M ≤ j z + 1 ,　j′y < M ≤ j′y+ 1 ( 2)

　　进一步, 串行生产线批量生产的状态方程可用

D中运算列出, 即

[ x 1( k + 1) ,⋯, x m( k + 1) ] =

A N [ x 1( k ) ,⋯, x m( k) ] , 　A N = : A
M
B

其中 x j ( k) 表示第 k 批最后一个工件离开第 j 台机

器的时间。批生产周期为

c = ∑
m

s= 1
as ( 3)

这里a s为 A N 对角线上的元素。

为简化目标函数 f , 本文深入研究计算批生产

周期 c(M )。这里 M 常被看作正实数。由 A N 的定义

有 AN = ( B�( A M ) �) �,于是由式( 3) 和( 1) 有

c = ∑
m

s= 1
a s = ∑

m

r= 1
∑
m

s= 1
b( r , s) ar, s (M ) ( 4)

由于上式中的 r , s取遍 1, 2,⋯, m,所以每个 t( j ) 都

能成为 t
 ( u) , t~( v )。固定一个 j , 考察取

t
 ( u) = t ( j ) ( 5)

的 r, s 有哪些。首先定义某些记号:

定义 2　 将加工时间 t( 1) , t( 2) ,⋯, t( j ) ,⋯,

t (m) 从左到右排列, 记 t ( j ) 左边离 t ( j ) 最近的比

t ( j ) 大的加工时间为 t ( Lb( j ) ) ,与 t ( j ) 相等的加工

时间为 t ( Le( j ) ) ,即

t( i ) ≤ t( j ) 但 t( Lb( j ) ) > t ( j )

Lb( j ) < i < j
( 6)

t ( i) < t ( j ) 但 t ( Le( j ) ) = t ( j )

Le( j ) < i < j
( 7)

若这样的 Lb( j ) , Le( j ) 不存在, 则记 Lb( j ) , Le( j )

= 0。类似地, 记 t( j ) 右边离 t ( j ) 最近的比 t( j ) 大的

加工时间为 t ( Rb( j ) ) , 与 t ( j ) 相等的加工时间为

t ( Re( j ) ) , 即

t ( i ) ≤ t ( j ) 但 t ( Rb( j ) ) > t( j )

j < i < Rb( j )
( 8)

t( i) < t( j ) 但 t( Re( j ) ) = t ( j )

j < i < Re( j )
( 9)

若这样的 Rb( j ) , Re( j ) 不存在, 则记 Rb( j ) , Re( j )

= m + 1。并记 L ( j ) = : max ( Lb( j ) , Le( j ) ) ; R( j )

= : min( Rb( j ) , Re( j ) ) ; 记区间[ R, S ] = [ m in( r ,

s) , max ( r, s) ]。

首先考察 j ∈ [ R , S ] 的情形。若 r ≤ s,则有 r ≤

j ≤ s。反设 r ≤ Lb( j ) ,则由定义 1及( 6) 得 t
 ( u) ≥

t
 
( 1) ≥ t( Lb( j ) ) > t( j ) ,与( 5) 矛盾。类似地,反设 s

≥ Rb( j ) , 则由定义 1 及 ( 8) 得 t
 ( u) ≥ t

 ( 1) ≥
t ( Rb( j ) ) > t( j ) ,与( 5) 矛盾。所以仅允许 Lb( j ) +

1≤r≤ j , j ≤s≤Rb( j ) - 1。这时若Re( j )不存在,

则由定义1得 t
 ( 1) = : t( j ) ; 若Re( j ) 存在,则由定义

1,当 s ≥Re( j ) 时,有 t
 
( 1) = : t ( Re( j ) ) , 即 t

 
( 1) 由

t ( Re( j ) ) 定义,而不是由 t( j ) 定义, 所以这些 s不允

许取。仅当 j ≤ s≤Re( j ) - 1时, 才有 t
 ( 1) = : t ( j )。

由 R( j ) 的定义知,使( 5) 成立的 r , s 的范围为

Lb( j ) + 1≤ r ≤ j

j ≤ s≤ R ( j ) - 1
( 10)

同理,若 r > s,则使( 5) 成立的 r , s的范围为

Lb( j ) + 1≤ s ≤ j

j ≤ r ≤R ( j ) - 1,　r ≠ s
( 11)

　　然后考察 j  [ R , S] 的情形。这时u > 1。若 r≤
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s,则由定义 1有 j = r - j u < r。反设 s≥ Rb( j ) ,则

由定义1及( 6) 得 t
 ( u) ≥ t ( Rb( j ) ) > t( j ) ,与( 5) 矛

盾。所以仅允许 j + 1≤ r ≤ s≤Rb( j ) - 1。这时若

Re( j ) 不存在, 则由定义1,得 t
 ( u) = : t( j ) ; 若Re( j )

存在,则由定义 1,当 s ≥ Re( j ) ≥ r 时,有 t
 ( 1) = :

t( Re( j ) ) ,即 t
 ( 1) 由 t( Re( j ) ) 定义, 而不是由 t ( j )

定义,所以这些 s 不允许取。当 s ≥ r > Re( j ) 时,有

t
 
( u) = : t ( Re( j ) ) ,即 t

 
( u) 由 t( Re( j ) ) 定义,而不是

由 t( j ) 定义, 所以这些 s 不允许取。仅当 j ≤ s ≤

Re( j ) - 1时,才有 t
 ( u) = : t( j )。由R ( j )的定义知,

使( 5) 成立的 r, s 的范围为

j + 1≤ r ≤ s≤ R( j ) - 1 ( 12)

同理,若 r > s, 则使( 5) 成立的 r, s 的范围为

j + 1≤ s < r ≤ R( j ) - 1 ( 13)

综合式( 12) 和( 13) ,使式( 5) 成立的 r , s的范围为

j + 1≤ r ≤ R ( j ) - 1

j + 1≤ s ≤R ( j ) - 1
( 14)

　　固定一个 j ,类似地考察取

t
~( v ) = t ( j ) ( 15)

的 r, s有哪些。由于( 1) 中 v > 1, 所以 j  [ R , S ]。可

知使式( 15) 成立的 r , s的范围为

L ( j ) + 1≤ r ≤ j - 1

L ( j ) + 1≤ s≤ j - 1
( 16)

定义一个 r , s 的范围为

1≤ s < r ≤ m,　r - s = M ( 17)

由定义 1, 满足式( 5) 的 j 必有

j = r - j u ,　j u = r - j ( 18)

满足式( 15) 的 j 必有

j = s + j v ,　j v = j - s ( 19)

对于简单的工程系统, 可不计入条件( 2) , 则由式

( 1) , ( 4) , ( 19) 和( 18) 可得

c(M ) =∑
m

j = 1
(∑10

b( r , s) t ( r, s) / t( j ) �

∑11b( r , s) t( j )
s- r �

∑14
b( r , s) t( j , s) t( j ) j- r - 1 �

∑16b( r , s) t( r , j ) t ( j )
s- j- 1

) t( j )
M �

∑17b( r , s) ( 20)

这里用∑a
表示在式( a) 所示的 r, s(或其它变量)

的范围内按 � 求和。
对于一般的工程系统, 必须计入条件( 2) ,这使

c更加复杂(注意:由式( 2) 得M > j z ≥ j 1≥ r - s,

于是式( 1) 中“否则”的条件自然满足)。设M有一个

工程中规定的上界m
 。不用D上运算,而用普通运算

描写式( 1) 第 3行时, 它是

max {a( i)M + d ( i) �1≤ i≤ p } ( 21a)

形式的函数。条件( 2) 中 j z < M ≤ j z+ 1 表示上式中

当变量M 增大时,斜率a( i) 取值由 t
 
( 1) , t

 
( 2) ,⋯一

直增大到 t
 ( z ) ,而每个线性函数a( i )M + d( i ) 的定

义域为[ j i + 1, m ] ,这使式( 21a) 在M = j i + 1处可

能不连续而向上跳跃。条件( 2) 中j′y < M ≤j′y + 1也

具有相同的含义。

下面研究式( 20) 中计入条件( 2) 后每项的定义

域。第 1项

∑10b( r , s) t( r , s) / t ( j ) ( 21b)

由于 j 1 = 0,所以定义域为[ 1, m ]。将这个不含 M 的

常数函数记为 g1 (M )。

第2项∑11
b( r, s) t ( j ) s- r最复杂。做变量代换w

= r - s,因为 j 1 = r - s,所以定义域为[ w + 1, m ]。
由式( 11) 知 w , r 的范围为

1≤ w ≤ R ( J ) - Lb( j ) - 2 ( 22)

Lb( j ) + 1≤ r - w ≤ j

j ≤ r ≤ R( j ) - 1
( 23)

第 2项亦可写成

∑22 ∑23
b( r , r - w ) / t ( j ) w ( 24)

不用 D上运算,而用普通运算描写式( 24) 时,则有

max{d ( w ) � 1≤ w ≤ R ( J ) - Lb( j ) - 2}

( 25)

其中　d ( w ) = ∑23b( r, r - w ) / t ( j )
w

由于d( w ) 的定义域为[ w + 1, m ] ,所以当且仅当截
距 d( w + 1) > d( w ) 时,式( 25) 在 M = w + 1处

不连续而向上跳跃,将式( 25) 这个增阶梯函数记为

g 2(M )。

第3项∑14
b( r, s) t ( j , s) , t( j ) j - r - 1。做变量代换

w = r - j + 1, 由式( 18) 知 j i = j u = r - j , 所以定

义域为[ w , m
 
]。由式( 14) 知 s的范围为

j + 1≤ s≤ R ( j ) - 1 ( 26)

不用 D上运算而用普通运算,可把第 3项写成

max {d( w ) � 2≤w ≤ R ( J ) - j } ( 27)

其中

d( w ) = ∑26
b( w + j - 1, s) t( j , s) / t ( j ) w

　　将式( 27) 这个增阶梯函数记为g 3(M )。

第 4 项∑16b( r , s) t( r , j ) t( j )
s- j - 1
。做变量代换

w = j - s + 1,由式( 19) 知 j′v = j - s,所以定义域

为[ w , m
^
]。由式( 16) 知 s的范围为
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L ( j ) + 1≤ r ≤ j - 1 ( 28)

不用D 上运算而用普通运算,可把第 4项写成

max {d ( w ) �2≤ w ≤ j - L ( j ) } ( 29)

其中

　 d( w ) = ∑28
b( r , j - w + 1) t ( r , j ) / t ( j ) w

　　将式( 29) 这个增阶梯函数记为 g4 (M )。

　　第 5项

∑19 = b( r, s) ( 30)

显然是增阶梯函数,记为 g5(M )。

综上所述(注意用式( 20) ) , 已证明了如下定理:

定理 1　不用 D上运算, 而用普通运算描写批

生产周期 c ,则有以下函数形式

c (M ) = max ( max { t( j )M +

max ( g1(M ) , g 2(M ) , g3 (M ) ,

g4(M ) ) �1≤ j ≤ m} , g5 (M ) )

其中, g 1(M ) , g2 (M ) , g3 (M ) , g4(M ) , g 5(M ) 分别为

由式( 21) , ( 25) , ( 27) , ( 29) , ( 30) 定义的增阶梯函

数。

3　结　　语

　　定理1指出 c(M ) 是一个分段连续函数(对于一

些应用例子, 只有一段或段数极少) , 每段内是式

( 21a) 所示的若干线性函数的极大函数。为求目标

函数 f = ( w 1 + w 2M ) / c的最大值,只需求1/ f 的最

小值。可在每段内用文献[ 1] 定理2的公式求得极小

值,然后比较所有段的极小值,其中最小者就是最优

解。利用定理1中各 g i(M ) 的公式,可得到目标函数

f 中的所有参数。该计算过程比文献[ 1] 的相应过程

更为具体和简化,从而改进了调度算法。本文方法变

通后也适用于多个变量及无阻塞的情况。
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