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多参数最小支撑树问题的复杂性和算法*
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摘　要　建立了多参数最小支撑树问题( RMST )的模型,并证明该问题是NP-完全的。利用经典Greedy

算法,给出了该问题的一个近似算法, 并分析了该近似算法的性能比, 证明了所给出的界是紧的。
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Abstract　The model o f m inimum spanning tr ee w it h multiple param eter is established. It is pr ov ed

t ha t the pr oblem is NP-complete. U sing the classical Greedy alg or ithm , a simple heurist ic alg or it hm is

g iv en. Its bound is pr oved t o be tight.
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1　引　　言

　　最小支撑树问题( M ST ) 是一个经典的组合优

化问题,在实际中有着广泛的应用。在MST 中, 每条

边上只有一个参数,而实际网络中,每条边上可能有

多个参数,如长度、成本、时间和可靠性等。在许多决

策问题中,一个问题可有多个方案,不同的方案有不

同的参数。因此建立如下支撑树问题的模型:

设 G = 〈V , E, L 1 , L 2, ⋯, L k〉是一个网络,对每

条边 v iv j ,有非负长度参数 l
r
i, j , 1≤r ≤k , k是决策的

方案数。设 T 是 G 的一棵支撑树,则

L
r ( T ) = ∑

v
i
v
j
∈T

l
r
i, j ,　1≤ r ≤ k ( 1)

作为T 的第 r 个方案的长度。T 的长度定义为L ( T )

= max
1≤r≤k

L
r ( T )。RMST 为求 G 的一棵支撑树 T , 使

L ( T ) 达到最小,即
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min
T

max
1≤r≤k

{L r ( T ) : T 是G 的一棵支撑树} ( 2)

　　RMST 的判定形式为: 对给定的实数 l ,是否存

在 G的一棵支撑树 T ,使

L
1( T ) ≤ l , L 2 ( T ) ≤ l , ⋯ , L k( T ) ≤ l　 ( 3)

　　当 k = 1时,该问题即为一般意义下的最小支

撑树。这类模型一般称为 Robust 模型, 许多专家对

其进行了研究[ 1～3]。

本文首先证明RMST 是 NP-完全的,然后利用

Greedy 算法给出一个近似算法,并分析了该近似算

法的性能比,证明了所给出的界是紧的。

2　复杂性证明

　　RMST 复杂性的证明将用到划分问题的复杂

性[ 4]。划分问题为:给定集合

A = {a1 , a2 ,⋯, an} ,　ai ∈ R
+

∑
n

i= 1

ai = 2l ,　1≤ i≤ n ( 4)

问 A 能否划分为 A 1和 A 2,使



A = A 1∪ A 2,　A 1∩ A 2 = �

∑
a
i
∈A

1

a i = l, 　∑
a
i
∈A

2

ai = l ( 5)

　　定理 1　RMST 问题是 NP-完全的。

　　证明　RMST 问题的判定形式显然是多项式

时间内可验证的, 即RMST 问题是 NP的。下面把划

分问题多项式时间归约到一个特殊的 RMST 问题。

　　现设划分问题的一个实例

A = {a1 , a2 ,⋯, an} ,　∑
n

i= 1

ai = 2l ( 6)

其中a i为一个正实数。构造一个网络G 如图1所示,

图中 v 0v i 的两个长度参数为{ai , 0} , v iv n+ 2的长度参

数为{ 0, ai } , 1≤ i≤n, k = 2; v 0v n+ 1和 v n+ 1v n+ 2的两

个长度参数为{ 0, 0}。

图 1　网络 G　　　　图 2　G 的一棵支撑树 T

由图 1 知, 划分问题有解的充分必要条件为网

络 G 中存在一棵支撑树 T ,使

L
1( T ) ≤ l ,　L

2 ( T ) ≤ l ( 7)

　　设划分问题有解, A = A 1 ∪A 2 ,使

∑
a
i
∈A

1

ai = l ,　∑
a
i
∈A

2

ai = l ( 8)

则定义顶点集合

S 1 = { v i : ai ∈ A 1} ,　S 2 = { v i: ai ∈ A 2}

S 1∪ S2 = { v 1, v 2,⋯, v n}

构造网络G 的一棵支撑树 T 如图 2所示。

　　由 S1和 S 2的定义知, T 满足

L
1 ( T ) = ∑

a
i
∈A

1

a i = l, 　L
2( T ) = ∑

a
i
∈A

2

ai = l　

( 9)

　　设G有一棵支撑树T 满足式( 7) ,则T 有 n + 2

条边。对于顶点 v 1 , v 2, ⋯, v n , v n+ 1 , 至少每个顶点与

一条边关联。根据G的构造, v 1, v 2 ,⋯, v n, v n+ 1这n +

1个顶点中, 有 n个顶点与一条边关联,有一个顶点

与两条边关联。

下面证明与两条边关联的顶点必为 v n+ 1。用反

证法,不妨假设与两条边关联的顶点为v 1,则T 中顶

点集合{ v 2 , v 3 ,⋯, v n} 分成两部分, 一部分与 v 0 相

邻, 设为 V 1; 另一部分与 v n+ 2相邻, 设为 V 2。与 v n+ 1

关联的顶点可以是 v 0, 也可以是 v n+ 2, 分别示于图 3

和图 4。

图 3 与 vn+ 1关联的顶点 　图 4 与 vn+ 1 关联的顶点

　 　 是 v0时树 T的结构　　　　是 vn+ 2时树 T的结构

　　于是有

L
1
( T ) = a1 + ∑

a
i
∈V

1

a i,　L
2
( T ) = a1 + ∑

a
i
∈V

2

a i

L
1 ( T ) + L

2 ( T ) = 2a1 + ∑
ai∈V1∪V2

ai = a1 + 2l

这与式( 7) 矛盾。

由以上分析知, 在树 T 中, v n+ 1 与两条边关联,

v 1, v 2,⋯, v n各与一条边关联,故{ v 1 , v 2 ,⋯, v n} 分成

两个集合 S1和 S2 ,一个与 v 0相邻接,一个与 v n+ 2相

邻接。即

S1 = { v i: v 0v i ∈ T , 1≤ i≤ n}

S2 = { v i: v iv n+ 2∈ T , 1≤ i≤ n}
( 10)

树 T 的结构如图 5所示。

图 5　树 T 的结构

　　由假设知式( 7) 成立,又

L
1( T ) + L

2( T ) = ∑
v
i
∈S

1

a i + ∑
v
i
∈S

2

ai = 2l ( 11)

故 　　　L
1 ( T ) = l ,　L

2( T ) = l ( 12)

　　由 S 1和 S2的定义,集合 A 的一个划分为

A 1 = {ai : v i ∈ S1} ,　A 2 = {ai: v i ∈ S2} ( 13)

则 ∑
a
i
∈S

1

ai = L
1
( T ) = l ,　∑

a
i
∈S

2

ai = L
2
( T ) = l

( 14)

A 1 , A 2即为所求的一个划分。

上述网络的构造显然是多项式时间内可完成

的,故 RMST 问题是N P-完全的。(证毕)

注 1　由于 RMST 问题是NP-完全的, 故该问
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题不存在多项式时间算法, 除非 P = NP。

3　近似算法及性能比

　　 在 RMST 中,每条边上有多个参数, 因此求解

最小支撑树的经典算法对 RMST 是无效的。

尽管Greedy算法求解RMST 无效,但可以求出

每条边的平均长度,用平均长度代替原长度向量,然

后用 Gr eedy 算法求解 MST ,用所求出的支撑树作

为原问题的一个近似解。

算法 1　步骤如下(近似算法) :

Step1: 对每条边求平均长度

l
-
i, j =

1
k ∑1≤r≤k

l
r
i, j ( 15)

　　Step2: 调用 Greedy 算法, 在长度参数 l
-
i, j 下求

最小支撑树, 设结果为 T- ,长度为 L-;

Step3: 计算近似解

L
A
opt = max

1≤r≤k
L

r ( T- ) ( 16)

　　下面分析近似算法的性能比,为此首先给出一

个定义和一个引理。

定义 1 �=
max
1≤r≤k

L
r
( T-)

min
1≤r≤k

L
r ( T-)

显然 �≥ 1, 它反映了对于近似解 T
- , 其最大长度与

最小长度的比值。

引理 1　设最优解的长度为 L opt ,则 L opt ≥ L
-。

证明　设 T
* 是一棵最优树, 则

L opt = max
1≤r≤k

L
r ( T * ) ≥ 1

k ∑1≤r≤k

L
r ( T * ) ≥ L-

　　定理 2　 对于算法 1所求出的近似解 T
- ,有

L
A
opt

L opt
≤ �k
�+ k - 1

( 17)

　　证明

L
A
opt max

1≤r≤k
L

r ( T- ) =

1
k
[ max
1≤r≤k

L
r ( T- ) + ( k - 1) max

1≤r≤k
L

r ( T- ) ] =

1
k
[ max
1≤r≤k

L
r ( T- ) + ( k - 1) �min

1≤r≤k
L

r ( T- ) ] ≤

1
k
max
1≤r≤k

L
r
( T-) +

�
k ∑1≤r≤k

L
r ( T- ) - max

1≤r≤k
L

r ( T- ) =

1 - �
k

L
A
opt + �L- ≤ 1 - �

k
L

A
opt + �L opt

　　上式经整理即得式( 17)。(证毕)

　　定理 2给出了近似算法的性能比,该性能比能

否继续改进?下面的推论回答了这一问题。

　　推论 1　近似算法的性能比
�k

�+ k - 1
是紧

的。

　　实际上,由图 6所示的网络(其中 �≥ k, k是一

个大于 1的自然数, 每条边旁的 k 重参数是长度向

量 ) 恰好达到了该比值。由本文算法得到的近似解

见图 7( a ) ,实际最优解见图 7( b) , 其性能比为

L
A
opt

L opt
= �

(�+ k - 1) / k
= k�

k + �- 1

恰好达到了定理 2中的界。

图 6　 网　络

图 7　结果比较

( a )　近似解 　　( b)　 实际最优解

经实例计算, 本文算法的实际性能比远小于

�k
�+ k - 1

,基本能达到实际决策精度的要求。
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