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摘　要　讨论不确定离散广义系统的因果性鲁棒控制问题。对不改变原系统正则性的任意扰动, 给出并

证明了使闭环系统保持因果性的充要条件。最后举例证明了所给出的主要结果。
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Abstract　T he solvabilit y pr oblem of robust non-causality eliminat ion is discussed by using feedback

cont ro l. M inim um singular value invar iabilit y fo r r estr icted equiv alent discrete-time singular sy st ems is

pr oved. A necessar y and sufficient condition fo r non-causality eliminat ion is given. Some examples

illustrat e the result s.
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1　引　　言

　　随着广义系统研究的日益深化,离散广义系统

也得到了相应的重视与研究, 其中研究的基本问题

是离散广义系统的因果性问题。通常具有非因果性

的离散广义系统被认为在物理上是无法实现的,因

此找到一种通过反馈控制来消除离散广义系统非因

果性的方法, 无论是在理论上还是在应用中都具有

重要意义。

本文主要研究离散广义系统的因果性鲁棒控制

问题。通过定义离散广义系统的 RNEF ( Robust

Non-causality El im inat ion by Feedback)可解性,对

不改变原系统正则性的任意扰动, 给出并证明了离

散广义系统存在反馈控制使闭环系统保持具有因果

性的等价条件, 同时考虑了输出反馈控制的情况。

* 1999- 10- 08 收稿, 2000- 01- 11 修回

2　准备知识

　　考虑如下离散广义系统

Ex ( k + 1) = Ax ( k) + Bu( k) ( 1)

y ( k) = Cx ( k) ,　k = 0, 1,⋯ ( 2)

其中 , x ( k )∈R
n
, u( k )∈R

m
, y ( k )∈R

r
; E , A ∈

R
n×n

, B∈R
n×m

, C∈R
r×n

, rank E = q < n。系统( 1)

是正则的, 即矩阵(�E - A ) 的行列式不恒等于零。

则存在两个正交矩阵 P , Q∈ R
n×n, 使系统( 1) 受限

等价于系统

Dx 1( k + 1) =

A 11x 1( k ) + A 12x 2( k ) + B 1u( k)

y 1 ( k) = C1x 1 ( k)

( 3)

0 = A 21x 1( k ) + A 22x 2( k ) + B 2u( k)

y 2 ( k) = C2x 2 ( k)
( 4)

　　当系统( 1) 存在扰动时(本文只考虑 E 不变, A

有扰动的情况) ,记为



　　
Ex ( k + 1) = ( A + �A ) x ( k) + Bu( k)

y ( k) = Cx ( k ) ,　k = 1, 2, ⋯
( 5)

由于目前只考虑正则的广义系统, 故假设 �A ∈
R

n×n是不改变原系统正则性的扰动矩阵,即满足

det [�E - ( A + �A ) ] ≠ 0

　　与连续情况平行[ 1] , 不难得到如下结果:

　　引理 1　 下列条件是等价的:

　　1) 系统( 1) 是 Y-能控的;

　　2) 　　rank
0 E 0

E A B
= n + rankE

　　3) 　　rank[ A 22　B 2] = n - rankE

　　4) 存在一个反馈矩阵K 2, 使矩阵[ A 22 + B 2K 2]

可逆。

　　定义 1　 称系统( 1) 是向后递推子系统完全能

控的,如果系统( 1) 满足

rank[ E　B ] = n

　　定义 2　 称系统( 1) 是向后递推子系统完全能

观的,如果系统( 1) 满足

rank[ ET　C
T ] T = n

　　引理 2　 系统( 1) 的向后递推子系统完全能控

的充要条件是式( 4) 中的 B 2行满秩。

　　引理 3　 系统( 1) 的向后递推子系统完全能观

的充要条件是式( 4) 中的 C2列满秩。

　　引理4　正交矩阵 P和 Q的选择不影响A 22的

奇异值。

　　证明　记

P = ( P T
1　P

T
2 ) T ,　Q = ( Q1　Q 2)

其中, P T
1 , Q1∈ R

n×q; PT
2 , Q2∈ R

n×( n- q) ; r ankE = q。

根据已知

PEQ =
D 0

0 0
,　PA Q =

A 11 A 12

A 21 A 22

可知

E = P
T
1DQ

T
1 ,　A 22 = P 2A Q2

P
T
P = PP

T = I ,　P
T
1 P1 + P

T
2P 2 = I

P 1P
T
1 = I ,　P2P

T
2 = I

Q
T
Q = QQ

T = I ,　Q 1Q
T
1 + Q2Q

T
2 = I

Q
T
1Q 1 = I ,　Q

T
2Q 2 = I

记 E
+
为 E 的广义逆, 由文献[ 2] 知 E

+
= Q 1D

- 1
P 1

唯一,则有

P
T
2P 2 = I - P

T
1 P1 =

I - P
T
1DQ

T
1Q 1D

- 1
P 1 = I - EE

+

同理, Q 2Q
T
2 = I - E

+
E。由奇异值的定义知

 ( A 22) = �1/ 2
( Q

T
2A

T
P

T
2P 2A Q2 )

根据特征值的解法,有

�I - Q
T
2A

T
P

T
2 P2AQ 2 = 0

��I - Q T
2 A T( I - EE+ ) AQ 2� = 0

( 6)

则方程( 6) 的解为如下方程的解,即

　�Q 2(�I - Q
T
2A

T ( I - EE
+ ) A Q2 ) QV

T
2� = 0 ( 7)

　��Q2Q
T
2 - Q 2Q

T
2A

T( I - EE
+ ) AQ 2Q

T
2� = 0 ( 8)

　��( I - E
+
E ) - ( I - E

+
E) A T ×

　( I - EE
+ ) A ( I - E

+
E ) � = 0 ( 9)

由 E
+ 唯一被E 所决定可知, 方程( 8) 中 �与P 和 Q

无关,故方程( 7) 的解 �也与 P 和 Q无关。

综上所述, 正交矩阵 P 和 Q 的选择不影响 A 22

的奇异值。(证毕)

记  min( A 22 ) 为 A 22的最小奇异值, 根据引理 1,

由 于  min ( A 22) 是系统 ( 1) 固有的特征, 可用

 min( A 22 ) 作为刻画系统具有消除非因果性能力的鲁

棒性指标。则  min ( A 22) 可作为一个数值来刻画系统

( 1) 的因果性程度。

定义3　将 min ( A 22 )称为系统( 1) 的因果裕度。

定义4　称系统( 1) 的因果裕度可以任意配置,

是指对于任给的非负数 a, 都可找到一个状态反馈

(或输出反馈) u( k ) = Kx ( k) (或u( k) = Fy ( k) ) , 使

系统( 1) 的闭环系统的因果裕度等于 a。

众所周知, Y-能控表达的是确定离散广义系统

的概念,当系统具有不确定性时,我们给出平行的新

概念。

定义5　称系统( 1) 是RNEF 可解的,如果对任

给的扰动矩阵 �A ,存在一个状态(输出) 反馈矩阵

使系统( 5) 的闭环系统具有因果性。

引理5　在状态反馈下,系统( 1) 是RNEF可解

的等价于存在一个状态反馈矩阵 K 2 ,使

 min ( A 22 + �A 22 + B 2K 2) > 0 ( 10)

也等价于系统( 1) 的因果裕度在状态反馈下可以任

意配置。

证明　由引理1及定义5知,系统( 1) 是RNEF

可解的等价于对于任意给定的 �A 22 ,都可找到一个

状态反馈矩阵 K 2, 使矩阵[ A 22 + �A 22B2K 2 ] 可逆。

又等价于可以找到一个状态反馈矩阵 K 2 ,使式( 10)

成立。因为 �A 22是任意允许扰动矩阵,根据定义 4,

容易推出式( 10) 等价于系统( 1) 的因果裕度在状态

反馈下可以任意配置。(证毕)

引理6　在输出反馈下,系统( 1) 是RNEF可解

的等价于可以找到一个输出反馈矩阵 F2 ,使

 min( A 22 + �A 22 + B2F2C2 ) > 0

也等价于系统( 1) 的因果裕度在输出反馈下可以任

意配置。

532 控 　　制　　与　　决 　　策 2 0 0 0 年



3　主要结果

　　定理1　系统( 1) 在状态反馈下是RNEF 可解

的充要条件是

rank[ E　B ] = n

即式( 4) 中的 B2行满秩。

证明　 根据引理 5, 只需证系统( 1) 的因果裕

度在状态反馈下可以任意配置的充要条件是 B 2行

满秩即可。

充分性: 存在两个正交矩阵U和V ,使UA 22V =

A′22 为一对角矩阵, 对应地记 UB2 = B′2, K 2V =

K′2。则根据奇异值的性质
[ 2]

, 有

 min ( A 22 + B2K 2 ) =  min( A′22 + B2K′2)

由于B′2行满秩,故可找到一个反馈矩阵

K′2 = ( B′2)
T
[ B′2( B′2 )

T
]

- 1
S

其中S 是一对角矩阵。使 B′2K′2为一对角矩阵且对

角线上的元素均与 K′2有关,则( A′22 + B′2K′2) 也

为一对角矩阵且对角线上的元素均与 K′2有关。所

以  min ( A′22 + B′2K′2) 可任意配置,等价于  min( A 22

+ B2K 2 ) 可任意配置, 即系统( 1) 的因果裕度可以

任意配置。

必要性: 根据奇异值的性质[ 3] ,有

 min ( A 22 + B2K 2 ) =  n- q ( A 22 + B 2K 2) ≤

 1( A 22 ) +  n- q( B2K 2 )

根据极分解的性质[ 3] , 存在非负定矩阵 F ∈

R
( n- q)×( n- q) 与行酉矩阵 G∈R

( n- q)×r使B 2 = FG,则

有

 n- q( B2K 2) ≤  1( GK 2 )  n- q( F )

如果B 2非行满秩, 有detF = 0,则 n- q( F ) =  min ( F)

= 0, 故

 min( A 22 + B 2K 2) ≤

 1( A 22 ) + 0
*  1 ( GK 2 ) ≤  1( A 22 )

与系统( 1) 的因果裕度可任意配置矛盾, 故 B2 行满

秩。(证毕)

以上的反馈均为状态反馈。如果取输出反馈

u( k) = Ky ( k ) ,则有如下定理:

定理 2　系统( 1) 在输出反馈下是 RNEF 可解

的充要条件是

r ank[ E　B ] = rank[ E
T
　C

T
] = n

即式( 4) 中的 B2行满秩且式( 4) 中的C2列满秩。

证明略。

定理 1说明在状态反馈下系统( 1) 是 RNEF 可

解的,等价于系统的向后递推子系统完全能控。

定理 2说明在输出反馈下系统( 1) 是 RNEF 可

解的, 等价于系统的向后递推子系统完全能控且完

全能观。

4　例　　子

　　例 1　设离散广义系统( 1) 中矩阵为

E =

2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

A =

4 1 2 0

4 0 0 0

0 0 2 0

5 0 0 3

,　B =

2 2 2

1 0 0

0 3 0

0 0 0

其中

　 r ank( E ) = 1

　 A 22 =

0 0 0

0 2 0

0 0 3

,　B 2 =

1 0 0

0 3 0

0 0 0

由 r ank( B 2　A 22 ) = 3,　r ank( B2 ) = 2 < 3

可知该系统Y-能控,但不是向后递推子系统完全能

控的。

扰动矩阵为

　　　�A =

x 1 x 2 x 3 x 4

x 5 a1 a2 a3

x 6 a4 a5 a6

x 7 0 0 - 3

其中 　　　�A 22 =

a1 a2 a3

a4 a5 a6

0 0 - 3

设 K = ( K 1　K 2) , 　K 2 =

k1 k2 k3

k4 k5 k6

k7 k8 k9

得

rank( A 22 + �A 22 + B 2K 2) =

rank

1 + a1 + k1 a2 + k 2 a3 + k3

a4 + 3k4 2 + a5 + 3k5 a6 + 3k 6

0 0 0

< 3

对于任意K 都成立,即带有扰动矩阵�A 的系统( 1)

是不可能通过状态反馈来消除非因果性的。

例 2　设离散广义系统( 1) 中矩阵为

E =

2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
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A =

4 1 2 0

4 0 0 0

0 0 2 0

5 0 0 3

,　B =

2 2 2

1 0 0

0 3 0

0 0 4

其中

rank( E ) = 1

A 22 =

0 0 0

0 2 0

0 0 3

,　B2 =

1 0 0

0 3 0

0 0 4

由 r ank( B 2　A 22 ) = 3,　r ank( B2 ) = 3

可知该系统 Y-能控且向后递推子系统能控。对于扰

动

　　　　�A =

x 1 x 2 x 3 x 4

x 5 a1 a2 a3

x 6 a4 a5 a6

x 7 a7 a8 a9

其中 　　　　　�A 22 =

a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9

设 K = ( K 1　K 2 ) ,　K 2 =

k 1 k 2 k 3

k 4 k 5 k 6

k 7 k 8 k 9

总能找到K , 使

rank( A 22 + �A 22 + B 2K 2) =

rank

1 + a1 + k1 a2 + k2

a4 + 3k4 2 + a5 + 3k5

a7 + 4k7 a8 + 4k 8

　　

a3 + k3

a6 + 3k6

3 + a9 + 4k9

= 3

成立,即带有任意扰动矩阵 �A 的系统( 1) 是可以通

过状态反馈来消除非因果性的。

例 1说明 Y-能控的系统不一定是 RNEF 可解

的, 例 2则说明快子系统能控的系统一定是 RNEF

可解的。这两个例子是对本文主要结果定理 1的简

要说明和解释。

5　结　　语

　　本文使用最小奇异值作为因果裕度来处理不确

定离散广义系统的因果性控制问题。对不改变原系

统正则性的任意扰动,给出并证明了使闭环系统保

持因果性的充要条件,为研究具有非因果性的系统

的鲁棒控制问题提供了可能性。
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