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摘　要　研究带有非线性不确定参数的线性系统的鲁棒稳定性和鲁棒镇定问题。讨论一种有很强实际

应用背景并允许带有二次不确定参数的模型, 研究该系统的鲁棒稳定性和鲁棒镇定问题。以 LMI 的形

式给出了判据,并举例证明了该方法的优越性。
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Abstract　T he problem of r obust stabilit y and robust stabilization for a class o f linear sy stems w it h

nonlinear uncer tain param eters is dealt with. A new uncer tain st ate-space model with a str ong pract ical

backgr ound w hich allow s second-order uncer tain par ameter s is proposed. T he r obust st ability and

robust st abilzation o f the sy st em are ana ly zed. The criteria a re given in t erms of LMI. Examples to

pr ove the advantage o f the method ar e given.
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1　引　　言

　　对带有线性不确定项系统的鲁棒稳定问题,人

们已进行了多年研究, 并得到了大量的鲁棒性判据。

在鲁棒性分析中, 经常用到如下不确定状态模型

x
�= ( A + �A ) x + ( B + �B) u ( 1)

其中, x 和 u分别是状态向量和控制向量, A 和 B 分

别是适当维数的已知矩阵, �A 和 �B 分别是未知但
有界的矩阵。

经常用于鲁棒性分析与综合的不确定性描述主

要有以下 4种: 1) 模有界不确定性
[ 1～3]

; 2) 元素有

界不确定性
[ 4～6]

; 3) 矩阵多项式型不确定结

构[ 7～10] ; 4) 不确定性满足“匹配条件”[ 11～13]。显然,

在上述 4种描述中, 不确定性(参数) 均为线性不确

定的,而在实际问题中,经常出现的却是非线性不确

定参数。因此,对带有非线性不确定参数问题的研究

是一个有理论和实际意义的重要课题。

本文将讨论一个新的不确定状态空间模型, 该

模型带有二次不确定参数,并有很强的实际背景。基

于该模型得到一个鲁棒性判据和一个鲁棒镇定判

据。以往的判据大多是以 Riccat i不等式的形式给出

的,求解十分困难。本文通过变换将得到的结果转化

为 LM I 形式, 用已有的软件即可方便地求解。最后

举例证明了该方法的优越性。
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2　一类带有二次不确定性的

线性系统

2. 1　状态空间模型的背景描述

一物理系统常具有如下数学模型

( A n + �n) q( n) + ⋯ + ( A 1 + � 1 ) q�+

( A 0 + � 0) q = ( C + �c) u ( 2)

其中, A i , C 为已知矩阵, 代表系统在指定工作点的

值; �i , �c ∈ R
n×n
为不确定矩阵; q

( i)
代表向量 q 的 i

阶导数; u为控制律。

假设矩阵( A n + � n) 非奇异(对大多数物理系统

均成立) ,则式( 2) 可用下式

( A + BCD ) - 1 =

A
- 1 - A

- 1
B( DA - 1

B + C
- 1) - 1

DA
- 1 ( 3)

写成状态空间模型

x
�= ( I + �m) [ ( A + � a) x + ( B + � b) u] ( 4)

其中

A =

0 I n ⋯ 0

� � � �
0 0 ⋯ I n

- A
- 1
n A 0 - A

- 1
n A 1 ⋯ - A

- 1
n A n- 1

�a =

0 ⋯ 0

� � �
- A

- 1
n � 0 ⋯ - A

- 1
n �n- 1

B =

0

�
0

A
- 1
n C

, 　� b =

0

�
0

A
- 1
n �C

�m =

0 ⋯ 0

� � �
0 ⋯ - ( A n + � n) - 1�n

I = diag [ I n　I n　⋯　I n ] ( 5)

　　 注 1　模型( 4) 中的不确定参数是二次的, 这

与以往的模型( 1) 具有根本的区别。本文将讨论模

型( 4) 描述的系统的鲁棒稳定性和鲁棒镇定问题。

设 �ms = - ( A n + � n)
- 1�n , � ai = - A

- 1
n �i- 1 , � bs

= A
- 1
n � c。则

�m =

0 ⋯ 0

� � �
0 ⋯ �ms

,　� a =

0 0 ⋯ 0

� � � �
0 0 ⋯ 0

� a
1
�a

2
⋯ � a

n

�b = [ 0　⋯　0　�T
bs] T ,　i = 1, 2,⋯, n

2. 2　不确定性的描述

假设不确定性参数阵满足下列各式

�ms � dm,　dm ∈ R
n×n, 　� a

i
� da

i

da
i
∈ R

n×n
,　�bs � db,　db ∈R

n×n

i = 1, 2,⋯, n

即

� a =

0 0 ⋯ 0

� � � �
0 0 ⋯ 0

� a
1
�a

2
⋯ �a

n

�

　　　

0 0 ⋯ 0

� � � �
0 0 ⋯ 0

da
1 d a

2 ⋯ da
n

 D a

�m =

0 ⋯ 0

� � �
0 ⋯ �ms

�
0 ⋯ 0

� � �
0 ⋯ dm

 D m

� b =

0

�
0

�bs

�

0

�
0

d b

 D b ( 6)

其中, A � B 表示  aij  ≤ bij ; A = [ aij ] , B = [ bij ] ,

bij ≥ 0。

3　鲁棒稳定问题

　　为讨论第 2节提出的系统鲁棒稳定问题, 首先

引入如下两个引理(证明略) :

引理1　对于两个矩阵A , D∈R
n×n

,若A � D ,

则 ndiag( D
T
D ) ≥ A

T
A。其中 diag ( D

T
D ) 表示由

D
T
D 的主对角线元素构成的对角阵。

引理 2　 对适当维任意矩阵 X 和 Y , 任意正实

数 �> 0,有

X
T
Y + Y

T
X ≤

1
�X

T
X + �Y T

Y

　　对式( 4) 和( 5) 描述的系统,其中 u≡0且满足

式( 6) ,做如下假设:

假设 1　当 �m = 0, �a = 0时, 系统( 4) 即 x�=
A x 是渐近稳定的。

定理 1　考虑式( 4) , ( 5) 描述的系统,其中u≡

0, 且满足假设 1, 不确定项满足式( 6)。若存在正定

对称阵 X , 正定阵 Q
~ 和正参数 �1 , �2, 满足下列 4 个

LM I(线性矩阵不等式)

　　

�1D 1 + �2D 2 - Q
~

X XA
T

X - �1 0

A X 0 - �2
< 0
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　　XA
T
+ A X + Q

~ ≤ 0

　　X > 0, 　Q
~ > 0 ( 7)

则系统( 4) 渐近稳定。其中

D 1 =

0 ⋯ 0

� � �

0 ⋯ n∑
n

i= 1

diag ( d s
i
d

T
s
i
)

D 2 =

0 ⋯ 0

� � �
0 ⋯ ndiag( dmd

T
m)

( 8)

d s
i = da

i + dmda
i ,　i = 1, 2,⋯, n ( 9)

　　证明　选择Lyapunov函数V = x
T
Px ,其中P

为对称正定阵,则 V > 0( x ≠ 0) , 且P 满足

A
T
P + PA ≤- Q ,　Q≥ 0 ( 10)

则 V
�= x

�T
Px + x

T
Px

�=
x

T
[ ( A + �a ) T

( I + �m) T
P +

P ( I + �m) ( A + � a) ] x

　　对于系统( 4) ,要保证渐近稳定, 需满足V
�< 0。

设 X = P
- 1

, Q~ = X QX ,利用引理 2,有

( A + � a)
T
( I + �m) T

P +

P ( I + �m) ( A + � A ) < 0!
�T
aP + P�a + A

T� T
mP + P�mA +

�T
a �T

mP + P�m�a < Q!

�1( � a + �m� a) ( �a + �m� a) T +
1
�1 XX +

�2�m� T
m +

1
�2 XA

T
AX < Q

~∀

�1

0 ⋯ 0

� � �

0 ⋯ ∑
n

i= 1

( � a
i
+ �ms� a

i
) ( �a

i
+ �ms�a

i
) T

+

�2
0 ⋯ 0

� � �
0 ⋯ �ms�T

ms

< Q
~ -

1
�1 XX -

1
�2 XA

T
A X

( 11)

由式( 8) 和引理 1,式( 11) 可由下式推出

　 �1D 1 + �2D 2 < Q
~ -

1
�1 XX -

1
�2 XA

T
A X ( 12)

式( 10) 可等价化为

XA
T + A X ≤- Q

~ ( 13)

最后,应用 Schur条件,式( 12) , ( 13) , P > 0和Q >

0等价于式( 7)。(证毕)

4　鲁棒镇定问题

　　对系统( 4) , ( 5) 做如下假设:

假设 2　( A , B) 是可稳定的(可镇定的)。

定理2　考虑式( 4) , ( 5) 所描述的系统, 该系统

满足假设 2且不确定项满足式( 6)。若存在矩阵 Y ,

正定阵Q 1 ,正定对称阵 X 和正参数  1,  2 ,满足下面

4个 LM I

 1D 1 +  2D 2 + I +

Y
T
B

T
+ BY - Q

~　
X XA

T
nY

T

X -  1 0 0

A X 0 -  2 0

nY 0 0 R

< 0

( 14)

XA
T
+ A X ≤- Q

~
, 　X > 0, 　Q

~
> 0 ( 15)

其中 D 1 , D 2由式( 8) 给出,而

d e  dmb~s + db + dmdb

R = - n( diag ( dT
e d e) ) - 1

b~s # A
- 1
n C,　i , j = 1, 2,⋯, n

( 16)

则系统( 4) 可镇定,控制律为u = YX
- 1
x。

证明　将控制律 u = Kx 代入式( 4) ,得

x�= ( I + �m) [ ( A + � a) x + ( B + � b) K x ] =

( I + �m) [ ( A + BK ) + ( � a + �bK ) ] x ( 17)

选择 Lyapunov 函数 V = x
T
Px ,其中 P 为对称正定

阵,则 V > 0,且 P 满足

A
T
P + PA ≤- Q ,　Q≥ 0 ( 18)

则　V
�= x

T { [ ( A + BK ) + ( � a + � bK ) ] T ×

　　　 　( I + �m) T
P + P ( I + �m) ×

　　　 　[ ( A + BK ) + ( � a + �bK ) ] } x

对于式( 4) 描述的系统, 要保证稳定,需满足V�< 0,

即

[ ( A + BK ) + ( �a + �bK ) ] T ( I + �m) T
P +

P( I + �m) [ ( A + BK ) + ( � a + �bK ) ] < 0!

[ ( � T
a + � T

a� T
m) P + P ( � a + �m� a) ] +

( A T� T
mP + P�mA ) + ( K T

B
T
P + PBK ) +

( K T
B

T�T
mP + P�mBK ) + ( K T�T

b P +

P� bK ) + ( K T�T
b � T

mP + P�m�bK ) < Q

记
�e = �mB + � b + �m�b

�es = �msA
- 1
n C + �bs + �ms�bs

( 19)

　　设 b
~
s满足( b~s ) i, j =  ( A - 1

n C) ij  , 则
b~s # A

- 1
n C,　i , j = 1, 2,⋯, n

� e =

0

�
0

�msA
- 1
n C + �bs + �ms� bs

=
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0

�
0

�e s

�

0

�
0

dmb
~
s + db + dmdb

=

0

�
0

d e

应用引理 2和引理 1有

V�< 0!
1
�3 P ( � a + �m� a) ( �T

a + �T
a �T

m) P +

�3I +
1
�4 P�m�

T
mP + �4A T

A + K
T
B

T
P +

PBK + �5K T�T
e �eK +

1
�5 PP < Q!

1
�3 PD 1P + �3I + 1

�4 PD 2P +

�4A T
A + K

T
B

T
P + PBK +

�5nK T
diag( d

T
e d e) K +

1
�5 PP < Q ( 20)

其中 �3, �4 , �5为任意正参数。则系统( 4) 渐近稳定的

充分条件为式( 18) , ( 20) , P > 0和 Q > 0这 4个不

等式成立。设

X = �5P - 1
, 　 1 = �5/ �3,　 \ - 2 = �5/ �4

Y = K X , 　Q
~ = �5P- 1

QP
- 1

( 21)

则式( 20) , ( 18) , P > 0和 Q > 0等价于下列 4式

　 　( 1D 1 +  2D 2 + I ) - Q
~ + Y

T
B

T +

　 　BY +  - 1
1 XX +  - 1

2 X ( A T
A ) X -

　 　( nY ) T
R

- 1 ( nY ) < 0 ( 22)

　 　X A
T
+ AX ≤- Q

~ ,　X > 0,　Q
~ > 0 ( 23)

最后,利用Schur条件,可得式( 22) 和( 21) 与式( 14)

和( 15) 等价。(证毕)

5　例　　子

　　例 1　考虑系统

( A 2 + � 2) q
( 2)

+ ( A 1 + �1 ) q�+
( A 0 + � 0) q = ( C + �C ) u

其中

A 2 =
1 0

0 1
,　A 1 =

6 0

0 6
,　C =

2 0

0 3

A 0 =
9. 625 3 - 0. 780 4

- 0. 780 4 8. 374 7

则系统方程可写成式( 4) 的形式。其中 u≡ 0,而

� a =

0 0 0 0

0 0 0 0

- 0. 67sint 0. 055cos t - 0. 36s in2t 0

0. 055s in2t - 0. 59cos2t 0 - 0. 36cos2t

�

D a =

0 0 0 0

0 0 0 0

0. 67 0. 055 0. 36 0

0. 055 0. 59 0 0. 36

( 24)

�m =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 - 0. 09sint 0

0 0 0 - 0. 09cos t

�

Dm =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0. 09 0

0 0 0 0. 09

A =

001 0 0 1 0\ = 0

- 9. 625 3 0. 780 4 - 6 0

0. 780 4 - 8. 374 7 0 - 6

应用定理 1, 将各参数代入 LM I, 经计算 LM I 有解,

系统渐近稳定。系统各状态的轨迹如图 1所示。

图 1　各状态轨迹图(Ⅰ)

　　例 2　考虑例 1中系统的鲁棒镇定问题。系统

方程可写成式( 4) 的形式,其中A 由式( 24) 给出, 而

B =
0 0 2 0

0 0 0 3

T

�b =

0 0

0 0

0. 5sint 0

0 0. 75cos t

� D b =

0 0

0 0

0. 5 0

0 0. 75

�a =

0 0 0 0

0 0 0 0

- 2. 406 3s int 0. 195 1s int - 1. 5sint 0

0. 195 1cost - 2. 093 7cost 0 - 1. 5cost

�

D a =

0 0 0 0

0 0 0 0

2. 406 3 0. 195 1 1. 5 0

0. 195 1 2. 093 7 0 1. 5

538 控 　　制　　与　　决 　　策 2 0 0 0 年



�m =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 - 0. 1sint 0

0 0 0 - 0. 1cos t

� Dm =

　 　 　

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0. 1 0

0 0 0 0. 1

显然,不确定项变大,因此应用定理 2对系统进行镇

定。将各参数代入定理 2的 LIM , 求解 LM I 得

K = YX - 1 =

- 0. 036 0 0. 000 3 - 0. 045 1 0. 000 2

0. 002 8 - 0. 014 4 0. 001 1 - 0. 019 5

　　将u = Kx 代入原系统,得各状态的轨迹如图2

所示。

图 2　各状态轨迹图(Ⅱ)

6　结　　语

　　本文基于 Lyapunov 方法研究了不确定系统的

鲁棒问题,分析了一类带有二次不确定参数的线性

系统的鲁棒稳定与鲁棒镇定问题, 并得到了相应的

判据。目前国内外关于此类模型的研究尚不多见,对

此模型仍有不少问题需要进一步探讨。
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