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摘　要　针对机器人轨迹跟踪,介绍一种新的 PD 自适应控制算法。该算法是全局按指数收敛的, 直接

利用期望轨迹,不需要定义虚拟参考轨迹,结构简单, 计算量小; 并能完全消除模型误差产生的轨迹误

差,使有界不确定性干扰产生的轨迹误差任意小。两关节直接驱动机器人的实验研究证明了所提出算法

的有效性。
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Abstract　A novel PD adaptiv e tr ajector y t racking contr o ller is presented. This contr ol law utilizes t he

desir ed t rajector y inst ead of v ir tual refer ence tr ajecto ry and has simple structure . T he tr acking er r or s

caused by model er r or s are completely r educed. The tr acking er r or s caused by bounded uncer tainly

disturbances can be arbitr arily small. Exper iment r esults of t wo jo ints direct dr iven r obot demonst rate

t he effectiveness.
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1　引　　言

　　长期以来,参数不确定性存在时的机器人控制

问题, 已引起控制理论界的广泛关注。Slot ine 等
[ 1]

和 Craig 等
[ 2]最先提出全局稳定的自适应控制算

法,该算法能克服参数不确定性的影响。Sadegh

等
[ 3～ 6]
对此做了进一步研究,但这些方法基本上是

文献[ 1, 2]工作的继续。Bayard等
[ 7]提出另一类自

适应控制器,它类似于 PD 加前馈补偿, 被称为 PD

自适应控制器。这类控制器直接利用期望轨迹, 不需

要定义所谓的滑动面,计算更加简单。按照 Bayard

的分析,控制算法仅是局部稳定的。Berghuis[ 8]介绍

了一种全局稳定的PD自适应控制器 , 但该算法需
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要修改哥氏项, 并且要求自适应环满足一个复杂的

不等式约束。文献[ 8]并没有讨论控制算法对不确定

性干扰的鲁棒性, [ 7]和[ 8]提出的方法都不能保证

指数收敛。

本文针对机器人轨迹跟踪,提出一种新的 PD

自适应控制算法。主要结论概括如下: 1)控制算法是

全局按指数收敛的; 2)只需知道动力学模型结构, 计

算量小,实现容易; 3)能完全消除模型误差产生的轨

迹误差, 使有界不确定性干扰产生的轨迹误差任意

小。两关节直接驱动机器人的实验研究证明了本文

算法的有效性。

2　机器人动力学模型及主要特性

　　考虑具有 n个旋转关节的刚性机器人,其动力

学模型为



M ( �) �
¨

+ C(�, ��)��+ G (�) = � ( 1)

式中, �∈R
n为关节角位移矢量,M (�) ∈ R

n×n为惯

性矩阵, C(�, ��)��∈ R
n 表示离心力和哥氏力项,

G(�) ∈ R
n
为重力项, �∈R

n
为控制力矩。

机器人动力学模型的一些主要特性如下:

1) M�(�) - 2C( �, ��) 是斜对称阵;
2) 矩阵C( �) 满足可交换性,即

C( �, v 1) v 2 = C( �, v 2) v 1,　� v 1 , v 2∈ R
n

　　3) 惯性矩阵 M (�) 是对称正定阵;
4) 存在正常数 kc(或 kc i) ,使得

‖C( x , y ) , z‖≤ kc‖y‖‖z‖,　x , y , z ∈R
n

3　PD自适应控制器

　　引理 1
[ 9]　考虑动态系统

x
�
1 = f 1( x 1 , x 2 , t)

x
�
2 = f 2( x 1 , x 2 , t)

( 2a)

其中, x 1∈ R
n
, x 2 ∈R

n
。如果存在 Lyapunov 函数

　 1‖x 1‖2 +  2‖x 2‖2≤

　V ( x 1 , x 2 ) ≤  3‖x 1‖
2
+  4‖x 2‖

2
( 2b)

　V
�( x 1 , x 2 ) ≤-  5‖x 1‖

2
-  6‖x 2‖

2
+ ! ( 2c)

其中, !,  i 为正常数。定义 ∀= max (  3/  5 ,  4 /  6) , r i

= ( ∀!/  i) 1/ 2 ( i = 1, 2) , 则对任意初始状态 x 1( t 0) ,

x 2 ( t0 ) ,有

‖x 1‖≤ r 1 + #exp -
1
2∀( t - t0 )

‖x 2‖≤ r 2 + #exp -
1
2∀( t - t0 )

( 2d)

其中, #为大于 0的常数, t≥ t0。即 x 1( t ) , x 2 ( t) 按指

数收敛到封闭球B r 1, B r2。r1 , r2分别为 x 1 ( t) , x 2( t )的

球半径。

定理1　考虑式( 1) 所示系统,设计自适应控制

律为

�= - K p e - K ve�+ M
 ( �) �

¨

d +

C
 (�, �

�

)�
�

d + G
 (�) ( 3a)

M
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Y (�, �
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, �
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d, �
¨

d ) P ( 3b)

P
 � = - ∃- 1

Y
T (�, �

�

, �
�

d , �
¨

d ) [ f ( e) + e
�] ( 3c)

f ( e ) = e / (%+ ‖e‖) = &e

e = �- �d ,　e∈ R
n

e
�= �

�

- �
�

d ,　e
�∈R

n

Y (�, �
�

, �
�

d , �
¨

d ) ∈ R
n×m 为已知矩阵, P ∈ R

m× 1为未

知参数矩阵, %> 1, ∃> 0。如果期望轨迹速度 �
�

d 和

期望轨迹加速度 �
¨

d有界,则可保证 e , e�按指数收敛
到 0。

证明　由式( 1) 和( 3a) ,系统的误差方程为

M (�) e
¨

+ C( �, ��) e�+ K p e + K ve
�= ∋1 ( 4)

∋1 = [M ( �) - M (�) ] �
¨

d + [ C ( �, ��) -
C(�, ��) ]��d + G

 ( �) - G( �) =

Y (�, ��, ��d , �
¨

d) P~

　　定义如下 Lyapunov 函数

V ( e, e�, P~) = [ e
T
, e�T ] Q [ eT, e�T] T + 1

2
∃P
~T

P
~ ( 5)

其中　　　　Q =
1
2

K p &M

&M M

文献[ 9] 已证明,如果满足 (min ( K p ) > (max (M ) ,则 Q

对称正定。(max (�) , (min( �) 分别表示最大、最小特征

值。

V
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�- f ( e) TK pe - f ( e) TK ve
�+

　　e
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P
~
�

P
~�= P

 �- P�= P
 � =

- ∃- 1
Y
T( �, ��, ��d , �!d) [ f ( e) + e�]

所以

V
�= - e

�T
K v e

�- f ( e)
T
K pe - f ( e)

T
K ve

�+
e
�T

Mf
�( e) + e

�T
C( �, ��) f ( e)

由于

f
�( e) = e

�
%+ ‖e‖ -

e
T
e
�
e

(%+ ‖e‖)
2
‖e‖

( 6)

e
�T

Mf
�( e ) ≤ 2&(max(M )‖e

�‖2
( 7)

e
�T

C(�, ��) f ( e ) =
e
�T

C(�, ��d + e
�) f ( e) ≤

&sup( kc1‖��d‖)‖e‖‖e
�‖ + k c2‖e

�‖2
=

&#1‖e‖‖e
�‖ + #2‖e

�‖2

所以

V
�≤- ( (min ( K v ) - 2&(max (M ) -

#2)‖e
�‖2

- &(min ( K P)‖e‖
2
+

&((max ( K v) + #1 )‖e‖‖e
�‖

定义

#3 = 2&(max (M ) + #2

#4 = (max ( K v) + #1
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　　V
�≤- ((min ( K v) - #3 - 1

2
&#4 )‖e

�‖2 -

　　&((min( K p ) -
1
2
#4)‖e‖

2
=

　　 - )1‖e
�‖2

- )2‖e‖
2

　　总可以通过选择较大的K p , K v, 以保证)1 > 0,

)2 > 0。由引理 1, e和 e�按指数收敛到 0, e = 0, e�= 0

是唯一的平衡点。(证毕)

4　鲁棒性分析

　　现在考虑有界不确定性干扰 d(�, ��, t) 存在时
的轨迹跟踪性能。假定 d( �, ��, t ) 满足约束

‖d (�, ��, t )‖≤ d1 + d 2‖��‖ ( 8)

其中 d1, d 2为正常数。引入有界不确定性干扰 d (�,
�, t) 后,机器人的动力学模型变为
M (�)�!+ C(�, ��)��+ G( �) + d( �, ��, t ) = � ( 9)

　　由式( 3a) 和( 9) ,系统的误差方程变为

M ( �) e!+ C( �, ��) e�+ K p e + K ve
�= ∋2

∋2 = Y ( �, ��, ��d , �!d ) P~ - d(�, ��, t)
( 10)

选取与式( 5) 相同的 Lyapunov 函数,则有

V
�= - e

�T
K ve

�- f ( e) TK p e - f ( e ) TK ve
�+

e
�T
M f

�( e ) + e
�T

C(�, ��) f ( e ) +

( e�T + f ( e)
T
)∋2 + ∃P

~T
P
~
�

由于

‖d(�, ��, t)‖≤ d1 + d2‖��‖≤
d 1 + sup( d 2‖��d‖) + d2‖e

�‖ =

#5 + #6‖e
�‖

所以

V
�≤- ((min ( K v) - 2&#max(M ) -

#2 - #6 )‖e�‖2 - &(min( K P )‖e‖2 +

&((max ( K v) + #1 + #6)‖e‖‖e
�‖ +

#5‖e
�‖ + &#5‖e‖

定义

#7 = 2&(max(M ) + #2 + #6

#8 = (max( K v) + #1 + #6

V
�≤- (min ( K v ) - #7 - 1

2 &#8 ‖e
�‖2

-

　　& (min ( K p ) -
1
2
#8 ‖e‖2 +

　　#5‖e�‖ + &#5‖e‖

　　总可以取足够大的 K p , K v ,以保证

)3 = (min ( K v) - #7 - 1
2
&#8 > 0

)4 = (min ( K p ) -
1
2
#8 > 0

并且下面的不等式成立

#5‖e
�‖ - (min ( K v) - #7 - 1

2
&#8 ‖e

�‖2≤

#25

(min ( K v ) - #7 - 1
2
&#8

-
1
4
)3‖e

�‖2 ( 11)

#5‖e‖ - (min ( K p ) -
1
2
#8 ‖e

�‖2≤

#25

(min ( K p ) -
1
2
#8
- 1

4
)4‖e‖2 ( 12)

所以

V
�≤- 1

4 )3‖e
�‖2

-
1
4 &)4‖e‖

2
+

#25
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2
&#8

+
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2
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　　由引理1, e , e�按指数收敛到半径分别为 r 1, r 2的

封闭球。显然,通过增大 K p , K v 可使球半径任意小。

基于上述分析, 可得如下结论:

1) 式( 3) 所示的自适应控制算法非常简单。自

适应补偿项的计算直接利用期望轨迹, 不需要定义

虚拟参考轨迹。期望轨迹 �!d , ��d可以离线计算后放在
内存中,这将大大减少控制算法的在线计算时间。

2) 控制算法没有要求惯量或哥氏项参数缓慢

变化,只需知道机器人模型的结构,不要求不确定参

数满足某种约束或预知不确定性的先验信息, 给控

制器实现提供了很大便利。

3) 控制算法是全局指数稳定的,能完全克服模

型不确定性的影响。对任意初始条件, e, e�按指数收
敛到 0, 即

lim
t→∞

∀ei( t) ∀ = 0

lim
t→∞

∀e�i( t) ∀ = 0
, 　i = 1, 2,⋯, n

　　4) 在有界不确定性干扰存在的情况下, 对任意

初始条件, e , e�按指数收敛到半径分别为 r1 , r 2的封

闭球,即

lim
t→∞

∀ei( t ) ∀ ≤ r1

lim
t→∞

∀e�i( t ) ∀ ≤ r2
,　i = 1, 2, ⋯, n

通过增大 K p , K v ,可使球半径任意小。
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图 1　PD控制跟踪结果

( a)　没有负载　　　　( b)　带 3kg 负载

图 2　PD 自适应控制跟踪结果

( a)　没有负载　　　　( b)　带 3kg 负载

5　实验研究

　　实验对象为一应用于异形玻璃切割的两关节

直接驱动机器人, 该机器人的动力学模型为

D 11 D 12cos(�1 - �2)
D 21cos(�1 - �2 ) D 22

�!1
�!2

+

D 12�
�
2
2sin( �1 - �2)

- D 12�
�
2
1sin(�1 - �2)

= �

其中 , D 11 = 5. 679 4 k g �m2 , D 12 = D 21 = 1. 473 0

kg �m2, D 22 = 1. 798 5 kg �m 2。

矩阵Y , P 选择如下

Y (�, ��, ��d , �!d ) =

�!1d
�!2dcos(�1 - �2 ) +
��2sin( �1 - �2) ��2d

0

0
�!1dcos(�1 - �2 ) -
��1sin( �1 - �2) ��1d

�
¨

2d

P = [ D 11 , D 12, D 22]
T

　　控制目标是让机器人以 0. 5m/ s的速度跟踪长

度为 700mm 的直线,按梯形速度规划。分别进行不

带载跟踪和带 3kg 负载跟踪, 控制率中的速度项通

过线性观测器获取 [ 9]。为了检验自适应项的控制效

果, 跟踪结果与 PD控制的跟踪结果进行比较(即式

3( a) 中置M
 (�)�!d + C

 (�, ��)��d + G
 (�) = 0)。控制参

数为 kp 1 = 2 900, kp2 = 1 200, kv1 = 130, kv2 =

130, %= 2, ∃- 1
= 9 000。

图1是PD控制的跟踪结果,图 2是自适应算法

的跟踪结果, D 11, D 12, D 22 初始值为 0。实验结果表

明, 本文算法的跟踪结果明显好于 PD控制的跟踪

结果, 式 ( 3) 中自适应项的效果非常明显; 增加

3k g负载后 , P D控制的跟踪误差增大 , 幅度达

0. 060 6°, 而本文算法的跟踪误差变化幅度很小, 说

明式( 3) 所示控制算法对模型不确定性有很好的鲁

棒性。

6　结　　论

　　本文提出一种全局指数收敛的 PD自适应轨迹

跟踪算法,该算法直接利用机器人期望轨迹, 而不需

要定义虚拟参考轨迹。对给定的跟踪轨迹,期望轨迹

可以离线计算, 这将大大减少在线计算量;由于没有

参数缓慢变化的限制,只需知道动力学模型结构, 不

需要确定不确定参数, 结构简单, 容易实现;能够完

全克服模型误差产生的轨迹误差,能使有界不确定
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性干扰产生的轨迹误差任意小。两关节直接驱动机

器人的实验研究,证明了本文方法的有效性和对模

型不确定性的鲁棒性。
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