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摘　要　提出时变调参控制系统的稳定裕度概念, 并给出基于线性矩阵不等式的稳定裕度限的计算方

法。将稳定裕度概念及其计算方法应用于调参飞行控制系统, 结果表明该方法是可行且有效的。

关键词　稳定裕度,时变系统, 控制系统,控制器, 调参控制

分类号　TP 271. 7

Stability Margin of Time-varying

Gain-scheduling Control System

Wang Yong, Gao J inyuan

( Beijing Univ ersity of Aeronautics and Astr onautics)

Abstract　The concept o f stabilit y margin of g ain-scheduling contr ol sy st ems is presented. Based on

linear mat rix inequality , a method for calculating low bound o f t he stability marg in is developed. An

application t o g ain-scheduling flying contr ol systems show s t he validity of the method.

Key words 　 stability marg in, t ime-var ying sy stems, contr o l system s, contr oller , g ain-scheduling

cont ro l

1　时变系统调参控制器设计

　　设被控对象模型为

x
�( t ) = A ( p ( t ) ) x ( t ) +

　　　B 1( p ( t ) ) w ( t ) + B 2( p ( t) ) u( t)

z ( t ) = C1 ( p ( t) ) x ( t) +

　　　D 11( p ( t) ) w ( t) + D 12 ( p ( t ) ) u( t)

y ( t) = C2 ( p ( t ) ) x ( t ) + D 21( p ( t ) ) w ( t )

( 1)

其中, x ( t) 为 n维状态向量, u( t) 为输入向量, w ( t)

为外界输入向量, z ( t) 为控制输出向量, y ( t) 为检测

向量; 调参向量 p ( t) 为时变的, 反映了对象的时变

性(以下以 p 表示 p ( t) ) ;所有向量和矩阵均具有兼

容的维数。对象的动态特性随调参向量的改变而改

变。通常不能事先确定调参向量的变化轨迹,但其变

化范围及变化速度范围已知。

为使闭环系统在 p 的变化范围内具有较好的性
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能, 采用调参控制器设计方法对对象( 1) 设计控制

器。现代调参控制器设计方法将控制与调参合为一

步完成, 从而保证了闭环系统在整个工作包线内的

稳定性和性能[ 1, 2] ,并提高了设计效率。

调参控制器设计问题为: 对被控对象( 1) 设计

如下控制器

x
�
K ( t) = A K ( p ) x ( t ) + B K ( p ) y ( t)

u( t) = CK ( p ) x ( t ) + DK ( p ) y ( t)
( 2)

使由式( 1) 和( 2) 组成的闭环系统稳定, 且由 w ( t )

到 z ( t) 的 L 2诱导范数小于 �( �> 0) , 即‖z ( t)‖2

< �‖w ( t)‖2(称为 �性能)。

若式( 1) 中的状态空间矩阵仿射地依赖于 p , 则

称其为调参向量的仿射模型, 实际中广泛存在这类

对象;若为非仿射模型,则可经过一定的处理, 用仿

射模型代替非仿射模型。

定义 1(调参向量凸包)　设调参向量 p 的 r 个

点为 p 1, p 2,⋯, p r ,由这 r 个调参向量点形成的凸包

称为调参向量凸包。



以 � 表示调参向量凸包,则

� = p �p = ∑
r

i= 1
[ i  p i] ,  i ≥ 0,∑

r

i= 1
 i = 0

　　由基于单一 Lyapunov 函数和二次 H ∞性能的

现代调参控制器设计方法
[ 3]

, 对式( 1) 设计调参控

制器,其状态空间矩阵为

K ( p ) =
A K BK

CK DK

= ∑
r

i= 1
[ i ( t) K i] =

∑
r

i= 1

 i( t )
A K

i
BK

i

CK
i
DK

i

( 3)

其中

K i =
A K

i
BK

i

CK
i

DK
i

为已求出的 r 个顶点控制器[ 3] ,  i ( t) 实时确定如下

∑
r

i= 1
[ i( t ) p i ] = p ,　∑

r

i= 1
 i( t ) = 1,　 i( t) ≥ 0

2　调参控制系统的稳定裕度

　　由于设计控制器所使用的被控对象模型参数

与真实值存在着差异, 同时这些参数在系统实际运

行中,会因环境变化及原部件老化等原因产生摄动,

于是自然提出系统参数在多大范围内变化可保证系

统的稳定性问题。对于线性时不变系统,可在频域内

应用幅值裕度和相位裕度对系统的稳定裕度进行衡

量,而调参控制系统为时变系统,因此幅值裕度和相

位裕度不再适用。

定义 2(调参控制系统稳定裕度)　在调参控制

系统中, 设对象的状态空间矩阵 A ( p ) 中具有摄动

性的元素为 a i( i = 1, 2,⋯, m) , a i 在名义值基础上

的摄动量为 !i。工作包线内在 ! i ∈ [ - ∀J i, ∀J i] 的

条件下,使调参控制系统闭环稳定的最大 ∀称为调
参控制系统的稳定裕度,记为 ∀m。其中 J i 表示 ai 的

名义变化范围。

闭环系统的状态矩阵

A cl( p , ! ) =

A ( p , ! ) + B 2( p ) DK ( p ) C2 ( p ) B2 ( p ) CK ( p )

B K ( p ) C2( p ) A K ( p )

调参控制器的设计考虑了执行机构和检测传感器的

动态特性,其模型可认为是时不变的,因此B 2( p ) 和

C2( p ) 为常阵。由于调参控制器的数字实现可保证

其参数的稳定,只有对象的参数摄动对闭环系统的

稳定性有影响,所以一旦调参控制器确定, 调参控制

系统的稳定性将取决于对象的 A ( p )。A ( p ) 对 p 的

名义函数关系和实际函数关系必然存在差异, 同时

其它干扰也可能加剧这种差异,因此,所定义的稳定

性充分反映了调参控制系统对包括模型误差及其它

干扰的稳定鲁棒性。

3　调参控制系统稳定裕度的计算

　　现以基于单一Lyapunov 函数和二次 H ∞性能

的方法设计调参控制器的情况, 说明调参控制系统

稳定裕度的计算。

闭环系统由式( 1) 和( 2) 组成,其中各个矩阵仿

射地依赖于 p , B2和C2为常阵。A ( p ) 中具有摄动性

的元素有 m 个, 问题是要确定一个尽量大的 ∀,使每
个摄动元素的摄动量在满足 !i ∈ [ - ∀J i, ∀J i] ( i =

1, 2, ⋯, m) 的条件下,调参控制系统闭环稳定。这时

可认为该调参控制系统的稳定裕度不小于 ∀。
定义 3(摄动凸包 )　 设对象状态空间矩阵

A ( p ) 中具有摄动性的元素有 m 个, 其摄动分别为

!1 , ! 2,⋯, !m, 称 q = [ !1 , ! 2, ⋯, !m] T 为摄动向量,

!i ( i = 1, 2,⋯, m) 取上极限或下极限值,形成2
m
个

摄动向量 qi ( i = 1, 2,⋯, 2
m
) , 称为摄动向量顶点。由

这些摄动顶点形成的凸包称为摄动凸包,以# 表示。
定理 1　设调参控制系统由式( 1) 和( 2) 组成,

其中各个矩阵仿射地依赖于 p , B2和 C2为常阵, 调

参控制器由式( 3) 确定。若存在对称矩阵 X > 0,使

A
T
cl( p i, 0) X + XA cl ( p i , 0) +

M
T( qj ) X + X M ( qj ) < 0

i = 1, 2, ⋯, r ;　j = 1, 2, ⋯, 2
m

则对 � p ∈� 及� q∈ # ,调参闭环系统均稳定。其

中

M ( q) =
N 0n×n

0n×n 0n×n

N 为被控对象矩阵A 中第 i个具有摄动性的元素被

q 的第 i个分量取代,其余元素被零取代所形成的矩

阵。

证明略。

由定理 1可计算出调参控制系统稳定裕度的一

个下界,即计算出 ∀> 0,调参控制系统的稳定裕度

不小于 ∀。为此,令 !i ( i = 1, 2,⋯, m) 的上下极限值

分别为 ∀J i 和 - ∀J i,此时摄动向量顶点 qj 的第 i个

分量非∀J i即- ∀J i ;引入向量 s j∈R
m,其第 i个分量

非 J i 即 - J i,且 qj = ∀s j。因此M ( qj ) = ∀M ( sj ) , 代

入定理 1矩阵不等式,得
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A
T
cl( p i , 0) X + X A cl( p i, 0) +

∀MT ( s j ) X + ∀XM ( s j ) < 0

i = 1, 2,⋯, r;　j = 1, 2,⋯, 2
m

上式两边同除以 - ∀, 并令 h = 1/ ∀,整理得
h[ - A

T
cl( p i, 0) X - XA cl ( p i, 0) ] -

[M T( s j ) X + X M ( s j ) ] > 0

i = 1, 2,⋯, r;　j = 1, 2,⋯, 2m

由此求出最小满足下述矩阵不等式组的 h, 从而得

到 ∀= 1/ h,闭环系统的稳定裕度不小于 ∀。
h[ - A

T
cl( p i, 0) X - XA cl ( p i , 0) ] -

[M T ( sj ) X + X M ( s j ) ] > 0

i = 1, 2,⋯, r ;　j = 1, 2,⋯, 2m

- A
T
cl ( p i , 0) X - XA cl( p i , 0) > 0

X > 0

( 4)

　　式( 4) 中第 2个矩阵不等式反映了名义系统的

稳定性。求满足式( 4) 的最小h是一个广义特征值问

题,这是一个准凸问题,可以利用 m atlab 函数求解。

4　应用实例

　　某型歼击机短周期的动态特性如下

 �

∃�2
=

A 11 1

A 21 A 22

 
∃z

+
b1

b2

%

 
∃z
ny

=

1 0

0 1

c1 0

 
∃z

+

0

0

c2

%

其中,  为仰角, ∃z 为俯仰角速度, ny 为法向过载, %
为水平舵偏角。当飞机在海平面上飞行速度范围为

0. 6～ 1. 0M 时,上述飞机方程中的参数为

A 11 = - 1. 796× 10
- 5
q - 5. 675× 10

- 1

A 21 = - 2. 009× 10- 4
q + 4. 114

A 22 = - 4. 463× 10
- 5
q - 4. 258× 10

- 1

b1 = - 1. 119× 10- 7
q - 7. 783× 10- 3

b2 = - 4. 595× 10
- 4
q - 1. 607

c1 = 9. 384× 10- 4
q - 3. 404

c2 = 7. 071× 10
- 6
q + 3. 930× 10

- 2

动压 q 的变动范围为 2. 559× 104～ 7. 109× 104。

闭环系统结构如图1所示,其中w 1～w 4和w为

加权函数。设计调参控制器使飞机动压在 2. 559×

104 ～ 7. 109× 104变化时,其过载响应与参考模型

的响应差别尽量小。

应用基于单一 Lyapunov 函数和二次 H ∞ 性能

的方法设计调参控制器,得调参控制器为

图 1　某型飞机调参控制器设计结构图

K =  1( t ) K 1 +  2( t ) K 2

其中, K 1和 K 2为顶点控制器,而

 1( t ) =
q2 - q
q2 - q1

,　 2( t ) =
q - q1

q2 - q1

　　现假定被控对象模型中 A 11 , A 21和 A 22存在摄

动,其名义值变化范围分别为 J 1 = 0. 82, J 2 = 9. 1,

J 3 = 2. 0。应用本文方法计算出 ∀= 1. 27,调参闭环

系统的稳定裕度不小于 1. 27,即所设计的调参控制

器允许被控对象模型中的 A 11 , A 2 1和 A 22相对各自

名义值存在摄动。当其摄动范围分别为 [ - 1. 04,

1. 04] , [ - 11. 5, 11. 5] 和[ - 2. 54, 2. 54] 时, 闭环

系统能够保持稳定。

图 2和图 3为调参闭环系统的阶跃响应, 其中

虚线为参考模型响应。q 的变化律均为 q = q1 + ( q2

- q1 ) t/ 20,其中 q1为最小动压, q2为最大动压。由图

2可见, 无摄动闭环系统具有相当满意的响应特性。

图 2　无摄动时闭环阶跃响应

( a)　ny 的阶跃响应　　　( b)　%的阶跃响应

图 3　有摄动时闭环阶跃响应

( a)　ny 的阶跃响应　　　( b)　%的阶跃响应
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若A 11 , A 21和A 22的摄动不超出[ - 1 . 04 , 1. 0 4] ,

[ - 11. 5, 11. 5] 和[ - 2. 54, 2. 54] ,则调参闭环系统

可保持稳定, 如图3所示。图中A 11, A 21和A 22的摄动

分别为 1. 04, - 11. 5和 2. 54。

5　结　　语

　　本文提出的调参控制系统稳定裕度的概念及稳

定裕度限的计算方法, 使现代调参控制器设计理论

更趋完善,为对象模型的仿射化调参控制器设计提

供了理论依据。所提出的概念和计算方法同样适用

于被控对象模型为调参向量非仿射模型的情况,所

不同的是,系统的工作包线在计算前需要网格化,定

理 1中的调参向量顶点由网格点代替,在所选网格

点处计算的稳定裕度, 需要进一步密化网格点来进

行验证。由于所提出的稳定裕度计算方法是基于单

一 Lyapunov 函数的,因而具有一定的保守性。尽管

如此, 应用该计算方法仍可给出调参系统稳定裕度

的一个界,对实际工程应用具有重要意义。本文提出

的概念和方法同样适用于调参控制 �性能的裕度问

题。
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