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非线性调节器的进一步结果及鲁棒性分析*
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摘　要　利用返回差条件,借助配方方法讨论非线性系统达到最优调节所必须满足的充要条件。通过解

Hamilt on-Jacobi方程获得一种新的非线性最优调节设计方法, 并证明该方法对模型的不确定性具有较

强的鲁棒性。仿真结果验证了该设计方法的有效性。
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Abstract　 A necessary and sufficient condition f or nonlinear sy stem s to achiev e optimal regulat or is

g iv en by using the r eturn differ ence condition and complet ion of t he squares argument . A new design

met hod is pr opo sed for opt imal r egulato r via solving Hamiltonian-Jacobi equa tion. T he r obustness to

model uncer taint y is pro ved. A simulation example shows that this method is useful and efficient.
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1　引　　言

　　调节与跟踪是控制系统分析与设计中两个经

典问题,而跟踪问题又可转化为调节问题。因此, 研

究调节问题具有典型意义。以线性调节问题为例[ 1] ,

对于线性时不变系统, 如果经过适当设计得到一个

状态反馈, 它对二次性能指标是最优的充要条件是

必须满足返回差条件。对于非线性系统,至今没有如

线性调节理论那样完善的结果。文献[ 2] 给出一个

反馈控制律是最优调节的充要条件, 但并未给出具

体的设计方法。

本文从目前研究较为热门的 L 2增益最优控制

问题出发,借助于返回差条件,获得非线性最优调节

和 L 2增益最优控制统一的结果。

2　问题描述

　　考虑下列平滑仿射非线性系统

　　　　　x
�= f ( x ) + g( x ) u ( 1)

　　　　　y = h( x ) ( 2)

其中, x ∈ R
n
是状态向量, u ∈ R

m
是输入或控制向

量; 函数 f (�) , g (�) , h(�) 充分平滑, 即 f ( x ) ∈C
∞ ,

g ( x ) ∈C
∞ , h( x ) ∈C

∞。假设系统有一平衡点,不失

一般性,取平衡点为原点,即 f ( 0) = 0, h( 0) = 0。

基于传统的认识,仍认为在性能指标中控制项

u 是二次的。这样, 追求性能指标最优也就意味着控

制能量是最优的。另外, 假定与状态有关的项 h( x )

≥ 0。

　　综合上述讨论,可取性能指标为
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　　　　　J [ x ( t 0) , u( 0) , t0 , T ] =

　　　　　∫
T

t
0

[ uT ( t ) u( t ) + h( x ) ] dt ( 3)

为了便于推导,不妨做如下假设:

　　1) 系统( 1) 是完全可控的, 即对任何初始状态

x 0和任意状态 x 1,存在一个平方可积的u(�) 和一个
时间 t 1, 使得 x ( t 1) = x 1。

2) 自由系统 x
�= f ( x ) , y = h( x ) 完全可观,即

当 h( x ) = 0时蕴含着 x = 0。

根据 Willems 的耗散动态系统理论 [ 2] , 系统在

支持率S = 1
2
( �2‖u‖2 - ‖y‖2 )的情形下为耗散

的,是指存在一个函数 V ( x ) : Rn → R ( V ( x ) ≥ 0,

V ( 0) = 0,称为储备函数) ,使得

V ( x ( t1 ) ) - V ( x ( t2 ) ) ≤

1
2∫

t
1

t0

(�2‖u‖2 - ‖y‖2 ) dt ( 4)

此时称系统( 1) 具有小于或等于 �的 L 2增益。

根据文献[ 3] , 如果假设 V ( x ) 是连续可微的,

则有

�V
�x ( x ) ( f ( x ) + g( x ) u) ≤

1
2
( �2‖u‖

2
- ‖y‖

2
) ( 5)

由式( 5) 不难推得 V ( x ) 满足 Hamilton-Jacobi方程

　　　　　 �V�x ( x ) f ( x ) +
1
2
‖y‖2≤

　　　　　
1
2
�2 u -

1
�2g

T �TV
�x ( x )

2

-

　　　　　
1
2

1
�2
�V
�x ( x ) g( x ) g

T
( x )
�TV
�x ( x )

取 u =
1
�2g

T
( x )
�TV
�x ( x ) ,则有

�V
�x ( x ) f ( x ) +

1
2
h
T( x ) h( x ) +

1
2

1
�2
�V
�x ( x ) g ( x ) g

T
( x )
�TV
�x ( x ) = 0 ( 6)

　　 总之,如果有一个 V ( x ) 满足 Hamilton-Jacobi

方程,则系统具有小于或等于 �的 L 2 增益, 最优控

制律为 u =
1
�2g

T( x )
�TV
�x ( x )。

定义 1
[ 1]　 一个状态函数 K ( x ) 满足返回差条

件( RDC) ,是指当 x ( t 0) = 0时, 不等式

　∫
∞

t
0

[ u + K ( x ) ]
2
[ u + K ( x ) ] dt ≥

　∫
∞

t
0

u
T
( t) u( t ) dt ( 7)

成立。

　　由下列引理可知,返回差条件在最优调节理论

中起着关键性作用。

　　引理 1
[ 2]　对于系统( 1) ,使系统渐近稳定的控

制律 u = K ( x ) 对性能指标( 7) 是最优的,当且仅当

K ( x ) 满足返回差条件。

3　主要结果

　　定理 1　对于系统( 1) 及相应的性能指标( 3) ,

L 2 增益最优控制律和最优调节律互为等价。

　　证明 设有一 L 2增益控制律为u =
1
�2g

T ( x ) �

�TV
�x ( x ) ,则

∫
∞

t
0

u +
1
�2g

T ( x )
�TV
�x

T

�

u +
1
�2g

T
( x )
�TV
�x dt -

∫
∞

t
0

u
T( t ) u( t) dt =

∫
∞

t
0

3
1
�2
�V
�x g( x )

2

dt > 0

故

∫
∞

t
0

u +
1
�2g

T ( x )
�TV
�x

T

�

u +
1
�2g

T
( x )
�TV
�x dt >

∫
∞

t
0

u
T( t ) u( t) dt

即 L 2增益最优控制律是最优调节律。

根据假设 2) , 存在一个平滑的 V ( x ) : R n→ R
+

满足 Hamilton-Jacobi方程,即有

�V
�x ( x ) f ( x ) +

1
2

1
�2
�V
�x ( x ) g( x ) ×

g
T
( x )
�TV
�x ( x ) +

1
2
h
T
( x ) h( x ) = 0 ( 8)

则
�V
�x f ( x ) +

�V
�x gu =

-
1
2
�2 u -

1
�2g

T �TV
�x

2

+
�V
�x f ( x ) +

1
2

1
�2
�V
�x gg

T �TV
�x +

1
2
�2‖u‖2 ( 9)

将式( 8) 带入式( 9) ,得

�V
�x f ( x ) +

�V
�x gu ≤

-
1
2
�2 u -

1
�2 g

T �TV
�x

2

-

1
2
‖y‖2 + 1

2
�2‖u‖2
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�V
�x f ( x ) +

�V
�x gu≤

　　　　　 -
1
2
‖y‖2 +

1
2
�2‖u‖2

对上式积分, 有

V ( x ( t1 ) ) - V ( x ( t0 ) ) ≤

1
2∫

t
1

t
0

(�2‖u‖
2
- ‖y‖

2
) dt

它蕴涵着系统具有小于或等于 �的 L 2增益,故也是

L 2-增益最优控制器。(证毕)

按上述方法设计的调节器其实并不具有鲁棒

性,而对象的误差总存在,所以还必须考虑模型具有

摄动误差时的情形。

假设对象( 1) 具有如下摄动形式

x
�= f ( x ) + �f ( x ) + g( x ) u ( 10)

不确定性
[ 5]

�f ( x ) = g( x ) p ( x ) ( 11)

由于 x 是不确定性系统的状态轨迹,故可进一步假

设

p ( x ) =  gT ( x ) �
T
V
�x ( x )

‖p ( x )‖2≤ !hT( x ) h( x )

( 12)

其中,  > 0, ! > 0。

定理 2　 摄动系统 ( 10) ～ ( 12) , 当  >

2 + 1
�2 , ! < 2

�2 时, 最优控制律和最优调节律相

互等价。

证明　显然, 只须证明当  > 2 + 1
�2 , ! <

2
�2 时原系统的 V ( x ) 对于系统( 10) ～ ( 12) ,仍满足

V�( x ) < 0即可。由于

V
�

=
�V
�x ( x ) [ f ( x ) + g( x ) ( u + p ( x ) ) ] ≤

-
�2

2  - 1
�2

2

+
1
�2
�V
�x ( x ) g ( x ) ×

g
T
( x )
�TV
�x ( x ) +

�2

2
! - 1 h

T
( x ) h( x )

如果 > 2 + 1
�2 , !< 2

�2 ,则V
�

( x ) < 0, 因此系统

是李雅普诺夫意义下稳定的。

根据假设 2) 和 Lashale 不变集原理[ 3] , 系统是

渐近稳定的。(证毕)

4　仿真算例

　　考虑系统

x�= - x
3 + u,　y = x

3

不难找到一个正定函数 V ( x ) = x
4 / 4, 它说明系统

是耗散的, 且使 L 2增益小于或等于 1。则 L 2增益最

优控制律为

u = 1
�2
g
T( x ) �

T
V
�x ( x ) = x

3

使得

∫
∞

t
( u + x

3
)
T
( u + x

3
) dt≥∫

∞

t
0

u
T
udt

成立, 故它是最优调节器。当输入为单位阶跃函数

时,系统及有摄动时的响应曲线如图 1所示。

图 1　 闭环系统的初始条件响应曲线

( a )　标称系统 　　( b)　 摄动系统

　　由仿真结果图1( b) 可以看出,因为模型误差导

致系统需要较长时间才能趋于稳态。

5　结　　语

　　本文将最优调节和 L 2 增益最优控制的结果统

一起来, 为非线性最优调节律设计拓展了一种新的

设计方法。通过设计选择适当的输出函数,达到了与

线性调节器类似的结果。
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