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摘　要　提出一种采用遗传算法求解非凸优化问题的方法, 通过这种方法可搜索到 H ∞控制器的最小

阶次 k及相应的参数(X , Y ) ,进而设计出控制器。同已有的方法相比,所提出的方法是一种全局搜索方

法。
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Abstract　A new numerical met hod for solv ing the non-convex optimization pr oblem using genetic

alg or ithms is presented, by w hich the minimum o redr k o f the H ∞ contr oller and a cor r esponding

par ameter pair ( X , Y ) can be effectively found. The obtained result s ar e used to design a reduced-

o rder H ∞ contr oller . T he propo sed approach is a g lobal sear ch one.
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1　引　　言

　　低阶 H ∞控制器设计问题可表示为一组 LM I

加上一个矩阵秩条件[ 1, 2]。因为矩阵秩的大小决定了

低阶控制器的阶次, 因而这实际上是一个在一组

LMI 约束条件下的矩阵最小秩问题。最小秩问题是

一种非凸优化问题,目前还没有一般的解决方法,只

有一些数值方法用于处理这类问题, 如交替投影

法[ 3] 等。但这些方法本质上都是依赖于起始点的局

部算法,不能保证全局收敛性。

遗传算法( GA) 是一种模拟生物进化过程的计

算模型,整个搜索不依赖于梯度信息,是一种有效的

全局优化搜索算法, 特别适用于处理传统寻优方法

难以解决的复杂非线性寻优问题
[ 4]
。由于求解一组
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LM I 约束下的矩阵最小秩问题是一种非线性、非凸

优化问题, 因此本文采用遗传算法来求解这类寻优

问题, 找到 H ∞控制器的最小阶次 k 及相应的参数

( X , Y ) ,进而设计出控制器。

2　基于 LMI的低阶H∞

控制器设计问题

　　考虑文献[ 1] 中式( 1) 所描述的线性时不变连

续动态系统,设计一个 k 阶控制器, 使得闭环系统内

稳定且从外部输入 w 到被控输出 z 的传递函数

‖T zw‖∞小于给定的正数�。文献[ 1, 2] 给出了 H ∞

次优控制器存在的充要条件:存在 k 阶 H ∞次优控

制器等价于存在对称矩阵 X > 0和 Y > 0, 使得
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其中, N R 和 N S分别是( BT
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12) 和( C2 , D 21 ) 零空间

的基, I 表示单位矩阵, np 为广义对象的阶次。给定

一对可行解( X , Y ) , 则相应的全部 k 阶 H ∞ 次优控

制器可用一组压缩矩阵参数化表示
[ 1, 2]
。当 0 < k <

np 时,因为秩条件( 4) 在参数空间( X , Y ) 是非凸的,

使得( X , Y ) 的求解变得非常困难。在这种情况下,

( X , Y ) 的 求 解 可 描 述 成 非 凸 优 化 问 题:

M inRank
X I

I Y
,满足 LMI: ( 1) ～ ( 3)。

为便于遗传算法的应用, 可进一步将上述优化

问题转化成另一种形式。定义目标函数

�( X , Y ) = ∑
np- k

i= 1
 i

X I

I Y
( 5)

其中,  1( �) ≤⋯≤ n
p

- k(�) 表示矩阵
X I

I Y
的( np

- k ) 个最小特征值。于是, k阶降阶控制器的综合便

转化为如下非凸优化问题: Min�( X , Y ) ,满足 LMI:

( 1) ～ ( 3)。因此,存在 k阶H ∞次优控制器就等价于

�( X , Y ) 的全局最小值为零。由于目标函数 �( X , Y )

是非凸的, 因而本文采用不依赖于起始点且具有全

局搜索能力的遗传算法来求解此非凸优化问题。

3　采用遗传算法搜索最优解

　　下面讨论利用遗传算法求解满足一组 LMI 约

束的最小秩问题的一般过程和步骤。

1) 编码: 因为实数编码的精度较高, 而且表示

自然、直观, 因而本文采用实数编码方法。对于要搜

索的两个矩阵参数( X , Y ) , 将其直接编码成个体 P

= [ X　Y ]。

2) 产生初始群体: 令不等式( 1) 和( 2) 的左边

分别小于- kx!xI 和- ky!y I ( !x和 !y 均为[ 0, 1] 上的

随机数, kx 与 ky 均为调整系数) ,再联立式( 3) 求解

相应的 LMI。于是可以随机产生N ( N 为偶数) 组满

足( 1) ～ ( 3)的解( X , Y ) , 每组解构成一个个体P j ( j

= 1, 2,⋯, N ) ,可将这 N 个个体作为进化的初始群

体。

3) 评价目标函数:由上节关于最小秩优化问题

的讨论,定义适应度函数为

f = 1/ [�( X , Y ) + eps] ( 6)

其中 eps为很小的正数(如 10- 16 )。

4) 选择或复制: 根据每个个体适应度的大小,

在包含N 个个体的群体中,保留一个适应度最大的

最佳个体 P B, 不经遗传操作将其直接复制到下一

代,淘汰( N / 2 - 1) 个最差的个体,并将剩余的N / 2

个个体进行随机重排。

5) 交叉:为了保证交叉后的个体仍能满足约束

( 1) ～ ( 3) ,本文采用线性交叉策略产生( N / 2 - 1)

个子个体,即

P Cj = ∀P j+ 1 + ( 1 - ∀) P j

j = 1, 2,⋯, N / 2 - 1 ( 7)

其中 ∀为[ 0, 1] 上的随机数。

6) 变异: 实数变异算子称为实数蠕变, 这相当

于给原先的解加上一个随机扰动, 从而增强算法的

搜索能力。在实数编码的遗传算法应用中,变异是一

个很重要的遗传算子, 直接影响到遗传算法的搜索

性能。变异后的个体也应满足约束( 1) ～ ( 3)。为此,

本文采用如下方式定义变异算子:

　　设　P Mj = [ X M j　YMj ] , 　PCj = [ X Cj　Y Cj ]

　　　#P Mj = [ #X j　#Y j ] , 　∃Mj =
∃xj 0

0 ∃yj
其中, P Mj 表示变异后的个体, PCj 表示交叉后的个

体, #P j 表示个体变化的增量, ∃x j 和 ∃y j 均为[ - 1,

1] 上的随机数。令

X Mj = X Cj + kM∃∃xj#X j

YM j = Y Cj + kM ∃∃yj#Y j

其中 kM ∃为调整系数, 它反映了个体变异时的变化

范围; #X j 和 #Y j 可通过求解这 3 个 LMI 确定。因

此,变异算子可定义为

PM j = P Cj + kM ∃#PM j∃M j

j = 1, 2,⋯, N / 2 - 1 ( 8)

　　7) 构成子代群体: 将最佳个体 P B 按上一步的

变异策略进行 N / 2次变异,产生 N / 2个子个体,即

PN j = PB + kN∃#PN j∃N j

j = 1, 2,⋯, N / 2 ( 9)

式中各符号的含义与式( 8) 类似。于是新的一代便

由 P Mj ( j = 1, 2,⋯, N / 2 - 1) , P N j ( j = 1, 2,⋯,

N / 2) 和 PB 组成,新一代群体的规模仍保持为 N。

8) 结束条件:当目标函数 �( X , Y ) ≤ !时,结束
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一次遗传算法搜索; 当代次 n≥ D 时, 结束整个算

法。其中, !表示给定精度,为一很小的正数; D 表示

最大允许进化的代次。

采用遗传算法求解最小秩问题时, 搜索从 k =

np - 1开始。首先固定 k,采用遗传算法搜索目标函

数 �( X , Y ) ≤ !时的参数( X , Y ) , 若搜索到, 则 k -

1, 重复上一次搜索过程;若经过 D 代进化仍未搜索

到,则说明对此 k 不存在满足目标函数 �( X , Y ) ≤ !
的最优解,结束算法。上述算法可用图 1所示的流程

图表示。

图 1　算法流程图

　　在每次利用遗传算法搜索最优解的过程中,随

着群体的不断进化,最佳个体的目标函数不断减小。

当搜索接近最优解邻域时, 反映搜索区域的两个参

数 kM∃和 kN∃也相应随之减小,从而提高了遗传算法

的搜索精度和搜索速度。通过上述算法搜索到最优

解( X , Y ) 及控制器的阶次 k后,如果H ∞性能指标�
给定,则可按文献[ 1] 中的方法设计控制器。

4　应用算例

　　考虑某变频调速电动机-发电机组的频率与幅

值鲁棒控制器设计。对象的线性化数学模型为[ 5]

G( s) =

1. 6
0. 4s2 + 8s + 16

0

1. 6I FO

0. 4s
2
+ 8s + 1. 6

%G O

s + 1

其中, I FO = [ 0. 2, 1. 0] , %GO = [ 0. 2, 1. 0]。当 I FO =

0. 2, %GO = 0. 2时为标称对象。选取与文献[ 5] 相同

的加权矩阵, 可先求出基于 LM I的 5阶最优 H ∞性

能控制器,得到的最优H ∞性能指标�opt = 0. 408。对

象在标称时和在参数扰动时, 闭环系统均具有良好

的动态性能和解耦特性。

采用本文提出的算法进行该系统的低阶控制器

设计时,所取的参数如表 1所示。在搜索控制器的最

小阶次 k 及相应的参数( X , Y ) 的过程中, 当 k = 4

时,只经过 13代进化,最佳个体的目标函数�( X , Y )

便达到 3. 279× 10- 10 ;当 k = 3时,经过 23代进化,

最佳个体的目标函数�( X , Y ) 达到1. 937×10
- 9

; 当

k = 2时,从 27代一直到 300代,最佳个体的目标函

数 �( X , Y ) 始终为 1. 059。因此对于本例,找不到低

于 2阶的 H ∞ 控制器, 搜索到的最低控制器阶次为

3。利用 k = 3及相应的( X , Y ) 值即可设计出最优

H ∞性能的3阶控制器。对象在标称时和在参数扰动

时, 3阶控制器都取得了与5阶控制器同样的控制效

果。

表 1　算法中各参数取值

群体规模

N

选择概率

p s

交叉概率

p c

变异概率

p m

给定精度

!

最大允许代次

D

22 1 0. 98 0. 8 2× 10- 9 300

5　结　　语

　　本文针对低阶H ∞控制器设计中遇到的非凸优

化问题, 提出一种基于遗传算法的低阶 H ∞控制器

设计方法。此方法是利用遗传算法求解在一组 LM I

约束下的矩阵最小秩问题, 从而确定低阶控制器的

最小阶次 k 及相应的参数( X , Y ) , 进而设计出控制

器。由于遗传算法搜索的全局性,因而该方法是一种

不依赖于起始点的全局数值方法。仿真结果表明该

方法是一种有效的低阶控制器设计方法。
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