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摘　要　提出一种固定边界的变结构控制平滑方法, 推导出变结构控制系统的稳态误差指标与边界内

部加权系数之间定量的数学关系。通过系统的稳态误差指标可以设计出固定边界的平滑方法, 从而既消

除了系统的抖振又满足了对系统稳态误差指标的要求。仿真结果验证了该方法的有效性。
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Abstract　A new method o f chat ting r eduction in VSS is presented. The ma thematical relationship

betw een the steady-state er ro rs and the time var ying coefficients o f so ftening met hod is der ived.

D iffer ent from the tr aditional tr ial and err or method, the var ying coefficient w ith fix ed boundary can be

designed through the g iven steady state er r or s, w hich can not only reduce the chatter ing in contro l

signal but also simultaneously sat isfy the specification of the steady state err or s. The simulat ion result s

show the validity o f the method.
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1　引　　言

　　变结构控制对系统的参数摄动及外部干扰具有

很强的鲁棒性,但这种鲁棒性是以控制量的高频抖

动换取的,这就是变结构控制系统中的抖振现象。在

实际应用中, 这样的变结构控制是无法实现的, 因为

这种高频抖振在理论上是无限快的,没有任何执行

机构能够实现;同时,这样的高频输入很容易激发起

系统的未建模特性,从而影响系统的控制性能。这种

抖振现象是变结构控制应用的最大障碍。

Slot ine
[ 1, 2]
采用宽度变化的饱和特性来平滑控

制量, 但这种方法不能满足李亚普诺夫全局稳定性

条件。Xu Jian-Xin
[ 3]采用扇区特性平滑代替常规饱

和特性平滑以消除抖振,同时减小系统的稳态误差。
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但采用该方法控制时,状态轨迹距离平衡点越远, 饱

和特性宽度越大,系统鲁棒性越差。Bartolini
[ 4]
设法

使抖振发生在控制量的虚拟导数上以平滑控制量,

但使系统失去了变结构系统特有的降阶特性。

Pushkin
[ 5]采用固定边界法代替常规饱和特性平滑

以消除抖振,也取得了一定的效果。

以上方法都不能对系统的稳态误差做出定量的

描述,系统稳态误差指标不能通过设计过程来保证,

只能通过仿真或实验方法来试凑。为此,本文提出一

种新的变结构控制设计方法, 能够对系统稳态误差

做出定量的描述,且在设计变结构控制系统时,既能

满足平滑控制量的要求, 又能满足稳态误差的要求。

2　一类非线性系统的变结构控制

　　为简便起见,本文仅讨论单输入单输出非线性

系统的变结构控制问题。对这一问题的讨论结果可

推广到一类多输入多输出非线性系统。考虑 n 阶系



统

x
�
i = x i+ 1,　i = 1, 2,⋯, n - 1

x
�
n = �T�( x, t) + ( b0( x, t ) +

　　 T!( x, t ) ) u + d( t )

( 1)

式中, x = [ x 1 x 2⋯ x n] T ∈ R
n为系统可观测的状态

向量, u为系统输入,系统输出 y ( t ) = x 1, b0( x, t ) 为

已知函数, d( t) 为系统所受界限已知的外界干扰;

dmin≤ d ( t) ≤ dmax。其余参数为

�= [ �1 �2⋯ �m] T
,　 = [ 1  2 ⋯  l ] T

�( x, t ) = [�1 ( x, t) �2 ( x, t) ⋯ �m( x, t ) ] T

!( x, t ) = [ !1( x, t ) !2 ( x, t ) ⋯ !l ( x, t) ] T

而 �i 和  i 为已知变化范围的系统参数,且

�i, m in ≤ �i ≤ �i, max, 　i = 1, 2,⋯, m

 i, m in ≤  i ≤  i, max, 　i = 1, 2,⋯, l

�i( x, t ) 和 !i( x, t ) 是关于状态向量和时间的非线性

函数。

　　由假设可知,系统可被分解为已知结构与不确

定参数之积, 这些参数的范围都是已知的。设存在 ∀0

为满足 ∀0 + max � T!( x, t ) � ≤ �b0( x, t) �的最大正
常实数,则考虑变结构系统期望跟踪信号的描述为

x
�
d , i = x d, i+ 1 ,　i = 1, 2,⋯, n - 1

x
�
d , n = #( xd , t) + r ( t)

( 2)

式中, #( xd , t ) 为已知函数, xd = [ x d , 1 x d, 2 ⋯ x d ,n ] T

为系统的期望状态轨迹,系统的期望输出信号 y d ( t)

= x d , 1。定义系统的跟踪误差为 e( t ) = y ( t ) -

y d ( t) , r ( t ) 为系统的参考输入。控制的任务是使系

统输出 y ( t ) 跟踪期望输出信号 yd ( t )。

3　变结构控制系统变边界的

饱和特性平滑方法

3. 1　变边界的饱和特性变结构控制系统分析

　　为使系统的状态变量跟踪期望状态轨迹,实现

变结构控制, 首先选取一滑模平面

S( t ) = ∑
n

i= 1

ci ( x d, i - x i )

cn = 1,　i = 1, 2,⋯, n ( 3)

式中ci为霍尔维兹多项式的系数。设计滑模控制器

必须满足滑模存在条件

SS
 

< 0 ( 4)

为方便叙述, 定义 �!,  !, d!; �~,  ~, d~ 分别为
�! = (�min + �max) / 2

 ! = ( min +  max) / 2

d
! = ( dmin + d max) / 2

�~= (�max - �min) / 2

 ~ = ( max -  min) / 2

d
~ = ( dmax - d min) / 2

为保证满足滑模存在条件( 4) ,变结构控制取如下形

式的控制量

u = ueq + u v ( 5)

式中 ueq = ( v - �!T�- d
!) ( b0 +  !T!) - 1。根据系统不

确定性的上下限得到的平衡控制变量 v 为

v = #( xd , t) + r + ∑
n- 1

i= 1

ci ( x d, i+ 1 - x i+ 1 ) ( 6)

u v = k( x, t) mat( S( t ) , ∃( t ) ,  ) 为系统的非线性控制
项,其中

k ( x) =
( %~T
‖�‖1 + d

~ + &)
∀0 ( 7)

mat ( S ( t) , ∃( t) ,  ) =
∃( x, t ) S( t)

 ,　�S ( t ) � ≤  

sgn( S ( t) ) ,　�S( t ) � >  
( 8)

式中, %~= [�~T　 ~T] T , �= [�T　 !T
ueq] T , &为一正的

裕度常数。

定理 1　对于被控对象( 1) 采用变结构控制策

略( 5) ,在 �S ( t) � >  区域外,系统满足滑模存在可

达条件S S
 

≤ 0。

定理 2　对于被控对象( 1) 采用变结构控制策

略( 5) ,在 �S ( t) �≤  区域内,系统动态特性满足

S
�( t ) = - ∋( b0 +  T!) S ( t) + G(p ( 9)

式中

G(p = ( �!T - �T )�+ ( !T -  T ) !ueq + ( d!- d )

( 10)

　　证明　当 �S ( t) � ≤ 时,由定义( 3) 可推出变

结构控制系统的等效框图如图 1所示。

图 1　S( t) ≤  区域内变结构控制系统的等效框图

由式( 9) 可得

S
�( t ) = ( �!T - �T )�+ ( !T -  T) !ueq +

( d!- d ) - ( b0 +  T!) k( x, t )∃( x, t ) S ( t)
 

令
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∃( x, t ) =
∋ 

k( x, t)
( 11)

则变结构控制系统在 �S( t ) � ≤  ( t ) 区域内的动态
特性可由式( 9) 确定。(证毕)

　　以上分析表明, 当变结构系统的状态轨迹在

�S ( t) � >  区域时, 系统特性等同于常规的变结构

控制,系统的状态轨迹被引向滑模平面的方向运动;

当变结构系统的状态轨迹在 �S ( t) � ≤  区域时,控

制量中的不连续项转化成连续项, 系统的动态特性

如式( 9) 所示。

3. 2　稳态误差与饱和特性宽度的关系

根据以上分析得到的 �S ( t) �≤ 区域内变结构
控制系统的动态特性, 本文提出下述定理, 给出系统

的稳态误差指标与加权系数 ∃( x, t ) 的数学关系,为

设计可消除变结构控制系统的抖振并满足系统稳态

误差指标要求的控制策略提供了依据。

定理 3　若对被控对象( 1) 采用变结构控制策

略( 5) , 则满足系统的稳态误差 e ( t) 小于给定值 ess

的充分条件是 ∃( x, t ) 中的参数 ∋必须满足

∋≥
max
�x , t

[�~T�+  ~T!ueq + d
~]

∀0c1ess
( 12)

　　证明　由定理 2知, S( t) 与输入 G(p 之间的关

系为

S ( s) =
1

s + ∋( b0 +  T!) G(p ( 13)

其中 s 为拉普拉斯算符。根据终值定理, 有

lim
t→∞

S ( t ) = l im
s→∞

sS ( s) =

lim
s→∞

s
s + ∋( b0 +  T!) G(p ( s) =

1
∋( b0 +  T!) lim

t→∞
G(p

对上式进行处理, 有

lim
t→∞

S ( t) ≤
1

∋( b0 +  T!) max
� x, t

[ G(p ( x, t ) ] ≤

max
� x, t

[ �~T�+  ~T!ueq + d
~]

∀0∋
于是系统的稳态滑模误差 S ss应在下述范围内

S ss≤
max
� x, t

[�~T�+  ~T!ueq + d
~]

∀0∋ ( 14)

　　由滑模平面定义( 3) 可知, S ( t) 相当于一个低

通滤波器的输入,而 e( t) 则相当于该滤波器的输出。

对式( 3) 两边取拉氏变换,有

E ( s) =
1

∑
n- 1

i= 0

cis
i + s

n

S ( s) ( 15)

由上式可推导出系统的稳态误差 ess与滑模稳态误

差 S ss的关系如下

ess = lim
s→0

s
1

∑
n- 1

i= 0
c is

i
+ s

n

S( s) =

1
c1

lim
s→0

sS( s) =
1
c 1

S ss

根据上式可得到满足系统的稳态误差指标小于给定

值 ess的充分条件为

S ss = lim
t→0

S ( t) = c1ess ( 16)

因此, 由式( 14) 和( 16) 可得出 ∋的取值范围。(证
毕)

因为 G(p 是连续的, 式( 15) 可按泰勒级数在

x( t ) = xd ( t) 处展开。取一阶近似, 其余的高阶项合

并为 o(�) ,则有
S
�( t) = - ∋( b0 +  T!) S ( t) + G(p ( xd, t ) + o(�)

式中 o( �) 可看作由于xd ( t) 代替x( t) 而产生的高阶

无穷小。则定理 2的结论变为

∋≥
max
� x

d
, t
[ �~T�+  ~T!ueq + d

~]

∀0c1ess
( 17)

　　由式( 3) , ( 13) 和( 16) ,可以得到图 2所示的系

统预报边界的等效框图。图 2 反映出既可消除系统

的抖振又能满足系统稳态误差指标要求的控制策略

设计的过程。经分析可知,图 2中的输入G (p ( x, t ) =

(�!T - �T) �+ ( !T -  T ) !ueq + ( d
!
- d) 是引起稳态

误差的原因。系统设计的任务就是选择合适的参数

∋,保证系统的稳态误差 e( t )小于给定的稳态误差指

标 ess。

图 2　 系统预报边界的等效框图

4　仿真实例

　　考虑单输入非线性控制系统 x
�
1 = x 2, x�2= - ( 1

+ �sin( t ) � ) x�2co s( 3x ) + u。上述给定系统中, �!=
- 1. 5, �~= 1,�( x, t ) = x

�2�cos( 3x ) � , b0( x, t ) = 1,

 T!= 0, d( t) = 0。假设系统滑模平面为 S ( t) =

e
�( t) + e( t) ,系统要求的性能指标为 ess = 0. 1。首先

计算 G(p ( xd , t ) 的上限, 由 ∀0 的定义可知 ∀0 = 1, 根

据定理3可确定取∋= 12。依照方程 �( t ) = - ∋ ( t )
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图 3　系统的控制量

图 4　系统的稳态误差

+ k( xd , t) 所确定的  ( t ) 作为变边界饱和特性的宽
度 , 再依照式 ( 5)取控制策略, 其中 ,  = 0. 1, &=
0. 3。其仿真结果如图 3和图 4所示。可见控制量的

抖振明显消弱了, 而稳态误差也达到了预先设计的

要求。

5　结　　语

　　本文提出一种新的变结构控制平滑方法,给出

变结构控制系统的稳态误差指标以及与加权系数之

间的数学关系。根据这一关系,能对系统的稳态误差

做出定量的描述。通过系统的稳态误差指标可以设

计出固定边界的平滑方案, 从而既可消除系统的抖

振又能满足对系统稳态误差指标的要求。仿真结果

证明了本文提出的变结构控制平滑方法的正确性和

有效性。
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