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连续状态模糊控制系统的分区域稳定性分析
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摘　要: 给出简化的连续状态下模糊控制系统解的表达形式, 并给出简化模糊系统稳定的充分和必要

条件,统一了目前有关判定连续状态模糊控制系统的稳定性结论。此外,给出一种寻求稳定模糊控制的

方法,即基于梯度的控制器设计方法。
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Abstract: T he so lution of simplified continuous-times fuzzy contr ol sy stems is obtained. T he necessar y

and sufficient conditions for t he stability o f simplified continuous-times fuzzy cont ro l systems are given.

T hese conditions unify the existing necessar y o r sufficient conditions for the stability of continuous-

t imes fuzzy contro l systems. The gr adient-based algo rithms ar e suggested to simplify the st ability

t est s, w hich allow s a sy stematic appro ach to find stabilizing fuzzy contr ols.
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1　引　　言

　　模糊控制是一种基于经验的控制方法, 具有内

在的非线性和并行处理机能, 因而很难进行系统的

理论研究。迄今为止,模糊控制仍缺乏系统的稳定性

设计方法[ 1]。例如,有关关系模型的稳定性讨论只是

针对基本离散型模糊控制进行的, 且其结论并不具

有普遍性
[ 2, 3]
; 相平面法、绝对圆判据只适用于二阶

系统。T -S模型因其结构的局部为线性系统,有关稳

定性分析结论相对较为完善。它们的共同特点是把

模糊系统当作不确定系统,按不确定系统的有关结

果进行处理,这样的结果是相对保守的。因为模糊系

统一旦给出,就应按确定系统进行处理。另外,文献

[ 4, 5]稳定性分析都要求每个局部系统满足稳定的

条件,其相应的充分条件也很保守。

　　本文结合文献[ 5～7]的方法对连续状态模糊控

制系统稳定性进行系统的研究,提出了简化的模糊

系统概念。针对此类系统,给出了系统渐近稳定和大

范围渐近稳定的充分和必要条件,并给出一种实用

的判定稳定和寻找稳定控制的模糊控制算法。概括

地说,该算法是基于梯度的,其基本思想是设法让系

统的特征根向稳定的方向转化。
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2　连续状态模糊模型及其稳定性的一

般结论

　　假设连续状态 T -S模型的一般形式为

R
i
p : if x 1 ( t) is M i

1 and ⋯ x n( t ) is M i
n

then x�( t) = A ix ( t ) + B iu( t)

　　　　　i = 1, 2,⋯, l ( 1)

其中,M
i
j 为模糊集合, l 为规则个数, u( t ) 是控制向

量, x ( t ) ∈ X � R
n是状态向量。若定义M

i = M
i
1×

⋯× M
i
n直积模糊集, 即 M

i ( x ) = ∏
n

j = 1
M

i
j ( x j ) , x =

( x 1 , x 2 ,⋯, x n ) ∈ X , 则R
i
p 可简化为

R
i
p : if x ( t ) is M i then x�( t ) = A ix ( t) + B iu( t )

i = 1, 2,⋯, l ( 2)

整个系统的状态方程为

x�= ∑
l

i= 1

�i ( x ( t ) ) [ A ix ( t ) + B iu( t ) ] ( 3)

其中 　　　�i ( x ( t) ) = M
i
( x ( t ) )

∑
l

j= 1

M
j ( x ( t ) )

　　令S i = { x ∈X �M i
( x ) ≥M

j
( x ) , j ≠i } , i = 1,

2, ⋯, l ,且

�i =
1, 　x ∈ S i

0, 　x � S i
( 4)

其中 S i 要求满足∪
l

i= 1
S i = X , 且 S i ∩ S j =  , i≠

j (否则,可适当对边界加以修改)。

简化后的系统状态方程为

x
�( t) = ∑

l

i= 1
�i[ A ix ( t ) + B iu( t ) ] ( 5)

　　 以下恒设原点为系统的平衡点, 0 的邻域为

S ( 0)。首先考虑 u( k ) ≡ 0的自治系统的稳定性, 并

假设原点属于 S ( 0) 的内部。

　　 设初始状态为 x ( 0) , 下面给出基于式( 5) 的系

统状态在 t 时刻解的表达形式。此时设状态先后经

过分区 S i
1
, S i

2
,⋯, S i

n
, 对应时间段分别为 [ 0, t 1) ,

[ t 1, t 2) ,⋯, [ t n- 1, t ] , 在每一分区上式( 5) 对应为线

性系统,可求出其对应解。此时整个系统的解为

x ( t ) = exp( A i
n
( t - tn- 1 ) +

A i
n- 1 ( tn- 1 - t n- 2) + ⋯ +

A i
2
( t 2 - t1) + A i

1
t1 ) x 0 ( 6)

其中, x 0∈ S i
1, exp( A i

1t1 ) x 0∈ S i
2,⋯。

　　由式( 6) 推得如下结果:

　　定理 1　零点渐近稳定的充要条件是: A ( 0) 为

稳定矩阵,即 A ( 0) 的特征值的实部都小于 0。

　　 定理 2　 零点大范围渐近稳定的充要条件为

A ( 0) 稳定,且 ! i ,! x 0 ∈ S i , ∀ t n, 使得由式( 6) 确

定的解 x ( t) ∈S ( 0) ( t > t n)。即当 t > tn时, A i
n
( t -

t n- 1) + A i
n- 1
( tn- 1 - tn- 2 ) + ⋯+ A i

2
( t2 - t1 ) + A i

1
t 1

为稳定的矩阵。

　　如下推论给出了相对较为容易实现的算法:

　　推论 1　零点大范围渐近稳定的充分条件为

　　1) ! { i k,⋯, i1} � { 1, 2, ⋯, n} , k∈N , ik, ⋯, i 1

可重复,∑
k

j= 1
 jA i

j
是稳定的矩阵, 其中∑

k

j = 1
 j = 1, 且

! j ,  j ≥ 0;

　　2) 存在正定阵 P ,使得对任意的 i均有 A
T
i P +

PA i < 0[ 4]。

3　稳定性分析

　　以下恒设S0为含原点的分区,对应于A 0和B0。

由第 2节知, 原点在u = 0时为渐近稳定的必要条件

为 A 0稳定。此时对任一正定矩阵 Q , 下列李雅普诺

夫方程有唯一正定解。

A
T
0P + PA 0 = - Q ( 7)

令 D i = A
T
i P + PA i ( 8)

则零点为大范围渐近稳定的充分条件如下:

定理3　方程( 5)中模型在u = 0时大范围渐近

稳定的充分条件为: A 0稳定且存在正定阵 Q , 使得

! i, ! x ∈S i , x
T
D ix ≤0恒成立,其中等号仅当 x =

0时成立。

这里 A 0稳定也为大范围渐近稳定的必要条件。

证明　令 V ( t) = x ( t ) TPx ( t ) ,则

V
�( t ) = x

�( t) TPx ( t) - x ( t )
T
Px
�( t ) =

∑
l

i= 1
�iA x ( t )

T

P + x ( t )
T
P ∑

l

i= 1
�iA x ( t ) x =

x ( t)
T
A
T
i Px ( t) + x ( t )

T
PA ix ( t ) =

x ( t) T ( A T
i P + PA i) x ( t) = (假定 x ( t ) ∈ S i)

x ( t)
T
D ix ( t )

由题设则 V
 

( t ) ≤ 0恒成立, 其中等号仅当 x ( t) = 0

时成立。从而由李雅普诺夫稳定性定理知,该系统在

原点大范围渐近稳定。(证毕)

特别地,若每个 D i 都负定,则上述结论成立, 这

恰好是 Tanaka 和 Sugeno 等人所得结论(即推论 1

中的2) )。即使D i不负定, 只要在S i区域上 x
T
D ix ≤

0成立, 平衡点仍是大范围渐近稳定的。实际上, 即
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使有些局部区域不稳定,利用该定理仍能证明系统

是大范围渐近稳定的, 如本文仿真示例 1。

如何寻找这样的 Q是定理 3应用的关键。我们

给出一种基于梯度的算法, 基本思想是寻找 Q 使得

D i 的特征值尽量小, 则 x
T
D ix ≤ 0的概率将增加。

以 !M( D i) 表示 D i 的最大特征值, 令 J i =

!M ( D i ) ,则 J i 为 Q的函数。因为Q正定,可将其分解

为Q = L
T
L。又因D ( = D i) 是一个对称阵, 它可用其

特征向量对角化, 即G
T
DG是一个对角阵,其中G是

正交阵。令 gM 为 G 中对应于 !M( D ) 的特征向量,则
有 J = !M ( D ) = g

T
MDgM。由 ∀Q 引起的∀J , ∀D 为:

∀J = g
T
M∀DgM , ∀D = A

T∀P + ∀PA (未考虑 gM 的

变化, 当 ∀Q 很小时, 这样处理并不影响下面的讨
论)。

式( 7) 的解为

P =∫
∞

0
exp( A

T
0 t) Qexp( A 0 t) dt

则有

∀P =∫
∞

0
exp( A T

0 t) ∀Qexp( A 0 t) dt

∀Q = ∀L T
L + L

T∀L + ∀L T∀L
从而得

∀P =∫
∞

0
exp( A T

0 t) ( ∀LT L + L
T∀L +

∀L T∀L ) exp( A 0t ) dt

利用 Tr ( AB ) = T r( BA ) = T r( B T
A
T) 和 T r( A +

B) = T r( A ) + T r( B) ,则得

∀J = g
T
M∀DgM =
g
T
M ( A T∀P + ∀PA ) gM =

2T r( LW ∀L T ) + T r( ∀LW ∀L T)

其中W 为如下李氏方程的解

A 0W + WA
T
0 = - ( A gMg

T
M + g

T
MgMA

T
) ( 9)

令 　 　　　　#J / #L = 2LW ( 10)

此时,如果取 ∀L = -  ( #J / #L ) ( > 0) ,则有

∀J = -  T r #J#L
#J
#L

T

+  2T r #J#L W
#J
#L

T

令 a = T r #J#L
#J
#L

T

, 　b = T r #J
#L W

#J
#L

T

则得

∀J = -  a +  2b = b[ - a/ ( 2b) ]
2
- a

2
/ ( 4b)

此时只要取  < a/ b, 就有 ∀J < 0。特别地, 取  =
a / ( 2 b ) , ∀ J 取最 小负 值。这样 , 取 ∀ L =

-  #J / #L , 就可使D的特征值趋于负方向,从而达

到判定系统稳定的目的。

由以上讨论, 可给出如下求解Q 的算法:

Step1: 取定一正定矩阵 Q, 如取 Q = I (单位矩

阵)。解李氏方程( 7) 求出 P。

Step2: 把 P 代入式( 8) , 由此计算 x
T
D ix , 看是

否满足定理 3的条件。若满足,则终止, 原系统稳定;

否则,进行下一步。

Step3: 若 xD ix ≤ 0不成立, 则由式( 10) 计算

#J i/ #L ,并计算 a, b, 确定  i 的值。

Step4: 令 L = L - # i( #J i / #L ) ,修改 L 以减小

D i 的特征值, 计算 Q = L
T
L ,重新进行 Step1。

4　稳定控制

　　 为寻求式( 5) 所描述系统的稳定控制算法, 可

应用定理 3的结论和第 3 节给出的算法推导得出。

其中控制取为局部线性反馈的模糊控制,规则如下

R
i
u: if x ( t) is M i then u( t ) = K ix ( t) ( 11)

控制器输出为

u( t ) = ∑
l

i= 1
�iK ix ( t ) ( 12)

把式( 12) 代入( 5) 得

x
�( t ) =∑

l

i= 1
�i[ A i + ∑

l

j= 1
�jB iK j ] x ( t) =

∑
l

i= 1
�i[ A i + B iK i] x ( t) ( 13)

式( 13) 最后一个等式是因为: �i�j ≠ ∃ �i = �j = 1。

式( 13) 即为进行局部线性反馈后系统的表达形式。

将式( 13)中的A i + B iK i换为A i, 则定理3的结论仍

然成立。表述如下:

设Q 为正定矩阵, P 为如下李氏方程的解

　( A 0 + B0K 0) TP + P ( A 0 + B0K 0) = - Q ( 14)

并令

D i = ( A i + B iK i) TP + P ( A i + B iK i) ( 15)

　　定理 4　模糊系统( 5) 在式( 12) 的模糊控制下

在零点大范围渐近稳定的充分条件为( A 0 + B0K 0 )

稳定(即( A 0, B 0) 为能控对) , 并存在正定矩阵 Q 使

得! i ,! x ∈S i, x TD ix ≤0恒成立, 其中等号仅当 x

= 0时成立。且( A 0 + B0K 0 )稳定也为系统大范围渐

近稳定的必要条件。

模糊控制的稳定实现, 在于寻找相应的局部反

馈u( t) = K ix ( t) , i = 1, 2,⋯, l。最常用的方法是极

点配置法。即若系统每个局部线性部分( A i , B i )为能

控对, 则可通过极点配置的方法使每个局部系统稳

定,并最终使系统稳定。由于局部稳定并不能推出整

体稳定, 因此必须寻找有效的算法使得通过局部线
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性反馈达到整个系统稳定。仿第 3节寻求Q的方法,

下面给出基于梯度的求K i的方法。首先假设 Q和 P

已经选好(基于第 3节的方法) , 并满足式( 14) , 其中

K 0可用极点配置法求得。

设D = ( A + BK )
T
P + P( A + BK ) , 并令 J =

!M ( D ) ,则 J = !M( D i ) = g
T
MDgM。由 ∀K 引起的∀J ,

∀D 为
∀D = ( B∀K ) TP + P( B∀K )
∀J = g

T
M∀DgM = 2g

T
M∀K T

B
T
PgM =

2Tr ( BT
PgMg

T
M∀K T )

因此

#J / #K = 2BT
PgMg

T
M ( 16)

　　 取 ∀K = -  ( #J / #K ) ,  为任意正数, 则 ∀J

= -  T r #J
#K

#J
#K

T

< 0, 从而达到减小 D 的特征

值的目的。进一步取 > J / c, c= T r #J
#K

#J
#K

T

,则

使 D 的最大特征值减小为负值, 从而寻找合适的线

性反馈。

基于以上讨论,可给出如下寻求 K i 的算法:

Step1: 用极点配置法设定各特征值,求出初始

的 K i , i = 1, 2,⋯, l (若不能用极点配置法, 则直接

设定K i )。

Step2: 对 K 0及给定的正定阵, 由式( 14) 求解

P。

Step3: 把P 代入式( 15) 计算D i ,并根据定理4

判定系统的稳定性。若稳定,则终止算法;否则, 进行

下一步。

Step4: 若存在 i 使得 x
T
D ix ≤ 0 不成立,则令

K i = K i -  i( #J i / #K i ) ,其中  i 根据上述讨论选取。
对此K i ,返回 Step3重新计算。

注 1　上述算法中的 K i 不是唯一的, 针对实际

问题, 应选择合适的初始 K i, 以最大限度地满足实

际问题的要求。

5　实例分析

　　例 1　设模糊集合 NB, NM , ZO, PM , PB 的隶

属函数具有 exp -
( x - ∃i) 2

%2 形式(从而支撑集为

全体论域)。∃i = - 10, - 5, 0, 5, 10; % = 2。隶属函

数如图 1所示。

A 1 =
- 0. 585 4 - 0. 029 7

0. 038 6 - 1. 134 4

图 1　隶属函数

　　　　A 2 =
0. 917 4 - 0. 362 2

0. 398 5 - 5. 240 6

　　　　A 3 =
- 5. 316 9 0. 473 0

- 0. 591 3 1. 778 7

　　模糊规则如下

R 1: if x 1 is ZO and x 2 is ZO then x
�( t) = A 1x ( t)

R 2: if x 1 is NM　then x�( t ) = A 1x ( t)

R 3: if x 1 is PM　then x�( t ) = A 1x ( t )

R 4: if x 1 is ZO and x 2 is NB then x�( t) = A 2x ( t )

R 5: if x 1 is ZO and x 2 is PB then x
�( t) = A 2x ( t)

R 6: if x 1 is NB and x 2 is ZO then x�( t) = A 3x ( t )

R 7: if x 1 is PB and x 2 is ZO then x
�( t) = A 3x ( t)

　　取 A 0 = A 1, Q = I ,则李氏方程( 7) 的解为

P =
0. 853 8 - 0. 004 8

- 0. 004 8 0. 440 9

D 1 =
- 1 0

0 - 1

D 2 =
1. 562 7 - 0. 112 6

- 0. 112 6 - 4. 617 5

D 3 =
- 9. 073 4 0. 160 3

0. 160 3 1. 563 8

此时, D 1负定, 其对应的子系统R1 , R2 , R 3都稳定。D 2

的特征值为1. 564 7, - 4. 619 6; D 3的特征值为

- 9. 0758, 1. 5662。从而D 2 , D 3不负定, 但在相应

分区上x
T
Dx值的变化范围R4 , R5 : [ - 462. 563 6,

图 2　状态变量变化

( a)　x 1的变化 　　( b) x 2的变化
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- 245. 747 2] ; R 6, R 7: [ - 908. 979 6, - 494. 571 8]。

即对任意的 x ∈ S i ,恒有 x
T
D ix ≤ 0, 定理 3的条件

成立, 从而系统大范围渐近稳定。在初始条件 x ( 0)

= ( - 8, 7) 时,状态变量变化如图 2所示。

6　结　　论

　　本文给出了简化的连续状态模糊控制系统渐近

稳定和大范围渐近稳定的充要条件,统一了目前这

方面有关充分性和必要性的结论。进一步给出了基

于梯度的寻求稳定模糊控制的有效算法, 仿真实例

表明本文所给出算法的优越性。
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2001年中国过程控制年会征文通知

　　2001年中国过程控制年会将于 2001年 8月在辽宁省沈阳市召开。本次会议由中国自动化学会过程控

制专业委员会主办,东北大学自动化研究中心和中南大学信息科学与工程学院承办。

征文范围: ( 1)过程建模、仿真与辨识; ( 2)鲁棒控制、预测控制、模糊控制、神经网络控制、自适应控制、智

能控制、推理控制等过程控制的新理论、新方法、新技术及其应用成果; ( 3)工业过程优化控制技术与管控一

体化技术; ( 4)过程检测与控制装置; ( 5)故障诊断与容错控制技术; ( 6)模式识别与图像处理技术; ( 7) DCS,

CIPS 和FB控制系统等。

论文要求: ( 1)未在正式刊物和会议上发表过; ( 2)用Word 97排版, 小 4号仿宋体字, A4纸打印, 篇幅

在 5页以内; ( 3)激光打印稿一式两份,如有照片,请提供原件, 文中留空白; ( 4)注明邮编、详细通讯地址、工

作单位、联系电话、E-mail地址。

论文出版:所录用的论文将于会前分别以《控制理论与应用》、《系统仿真学报》和《基础自动化》增刊的形

式发表。

截稿日期: : 2001年 3月 20日

来稿请寄: 110006　沈阳市东北大学自动化研究中心过程年会秘书组收

联 系 人:周晓杰,岳　恒

联系电话: 024-23968260, 024-23968252

电子邮件: x pli@ mail. neu. edu. cd

中国自动化学会过程控制专业委员会

东 北 大 学 自 动 化 研 究 中 心

中南 大学信息 科学与工 程学院

46 控　　制　　与　　决　　策 2 0 0 1 年


