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摘　要: 将 Riccat i方法扩展到具有状态和输入时滞的不确定组合系统,给出了系统经状态反馈分散二

次镇定的一个充分条件,并证明该条件的成立等价于一个 LMI 最优解的存在。利用 LMI 最优解, 给出

了分散控制器的设计方案。仿真结果表明了该方法的有效性。
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Abstract: T he Riccati method is ex tended t o a class o f composite sy stems w ith the st ate delay and input

delay. A sufficient condition o f quadratically decentralized stabilization is obt ained. I t is pro ved t hat t he

condit ion is equivalent to t he ex ist ence o f the optimal so lution to a linear mat rix inequality ( LMI ) . By

using the optima l solution to LMI , the design scheme o f quadratically decentr alized stabilization is pr o-

posed. T he sim ulation result show s t he effectiveness o f the propo sed method.
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1　引　　言

　　时变范数有界不确定系统经状态反馈镇定问题

的研究已有大量结果[ 1～9]。文献[ 1, 2]讨论了线性非

时滞系统,并要求系统的不确定性满足通常的匹配

条件; [ 3]讨论了线性时滞系统, 但仍要求不确定项

满足匹配条件; [ 4, 5]对不确定项不满足匹配条件的

情形进行讨论,利用 Riccati方程的解构造出线性静

态状态反馈控制器; [ 6～9]则将 Riccat i方法扩展到

时滞系统,其中[ 6, 7]讨论了只有状态时滞的一般系

统; [ 8]针对只有状态时滞的不确定大系统,给出了

分散控制器的设计方法, 并要求系统的不确定项满

足线性增长条件; [ 9]就同时含状态时滞和输入时滞

的一般系统,给出了无记忆状态反馈控制器存在的

一个充分条件。然而关于含状态时滞和输入时滞不

确定大系统的分散镇定问题, 目前尚未见报道。

　　本文将 Riccat i方法扩展到具有常值状态时滞

和输入时滞的不确定组合大系统,假定系统的状态

信息可以获取, 系统的不确定项是范数有界的。基于

Riccat i方法, 给出了系统可经状态反馈分散二次稳
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定的一个充分条件;基于 Schur 算法,给出了充分条

件成立等价于一个 LM I 最优解的存在; 利用 LM I

最优解计算分散控制律,从而给出分散镇定控制器。

该方法的优点在于无需关注系统不确定参数的变化

就能有效地计算出控制增益。

2　系统描述和预备知识

　　考虑由下述 N 个不确定时滞系统经互联而成

的组合大系统

x
�
i ( t) = ( A i + �A i( t ) ) x i( t ) +

( A i1 + �A i1( t ) ) x i( t - d i ) +

( B i + �B i( t) ) ui( t) +

( B i1 + �B i1( t) ) ui( t - h i) +

∑
N

j≠i
�H ij ( t) x j ( t) ( 1a)

xi ( t) = �i ( t) , 　t∈ [ - max {d i , hi } , 0]

i , j = 1, 2,⋯, N ( 1b)

其中, xi ( t) ∈Rni 和ui( t ) ∈Rm i分别为第 i个子系统

的状态和控制输入; A i, A i1, B i 和 B i1是具有相应维

数的 已知 常值 矩阵; �A i ( t) , �A i1( t ) , �B i ( t) 和
�B i1 ( t) 是具有相应维数的关于 t分段连续的函数矩
阵,分别描述了第 i 个子系统关于状态和输入增益

的不确定性; d i和hi是非负常数,分别表示状态和控

制输入的时滞; �i( t) ∈ C
n
i [ -  i, 0] ,　 i = max {d i,

hi } 是连续的矢量初始函数。

这里考虑系统( 1) 的不确定项满足下列条件

[ �A i ( t) , �B i( t ) ] = D iF i ( t) [ E i, N i]

�A i1 ( t) = D i1F i( t) E i1, �B i1( t) = D i2F i ( t) N i1

�H ij ( t ) = M iL ij ( t) H j ( 2)

其中, D i , D i1, D i2 , E i, E i1, N i , N i1,M i, H j ( i , j = 1, 2,

⋯, N ) 是已知的实常数矩阵; F i( t ) 是具有适当维数

的未知函数矩阵, 其元素是 Lebesgue可测的; L ij ( t)

是 L 2( 0,∞) 空间中的未知函数矩阵。F i ( t) 和L ij ( t)

满足下列条件

F
T
i ( t) F i( t ) ≤ I , 　GT

i G i ≤ I

G i = [ L i1, ⋯, L i( i- 1) , L i( i+ 1) ,⋯, L iN ] ( 3)

　　定义 1　 称不确定时滞系统( 1) ～ ( 3) 是可鲁

棒分散二次稳定的,如果存在分散反馈控制律 ui ( t)

= K ix i( t ) ,正定矩阵P i∈R n
i
×n

i ,半正定矩阵R i1 , R i2

∈ R
n
i
×n

i 和正常数 !> 0,使得对于所有容许参数不

确定性 F i ( t) , L ij ( t ) ,下列 Lyapunov 函数

( t) , t) =∑
N

i= 1

x
T
i P ixi +∫

t

t- d
i

x
T
i ( s) R i1xi ( s) ds +

　　　　∫
t

t- hi

x
T
i ( s) R i2x i( s) ds 　　　　　　( 4)

沿分散控制律 ui( t ) = K ix i( t ) 和系统( 1) ～ ( 3) 构

成的闭环系统的导数满足

V
�

( x( t ) , t) ≤- !‖x( t)‖
2

( x( t ) , t) ∈ R
n× R ( 5)

此时称 ui ( t) = K ix i( t ) 为鲁棒分散二次稳定控制

器。

引理 1　记

A =

0 M 1L 12H 1 ⋯ M 1L 1NH N

  

M N L N 1H 1 ⋯ M N L N ( N- 1)H N- 1 0

=

M 1 0 ⋯ 0

 
0 0 ⋯ M N

0 L 12 ⋯ L 1N

  
LN 1 ⋯ L N ( N - 1) 0

�

H 1 0 ⋯ 0

  
0 0 ⋯ H N

由式( 3) 知, 对任意正定矩阵 P = diag [ P 1, P 2,⋯,

P N ] , P i ( i = 1, 2,⋯, N ) 具有相应维数,任意正常数

∀i > 0( i = 1, 2,⋯, N ) ,使得

A
T
P + PA ≤∑

N

i= 1
∀idiag [ 0, ⋯, P iM iM

T
i P i ,⋯, 0] +

1
∀i
diag [H T

1H 1,⋯, H T
i- 1H i- 1, 0, H

T
i+ 1H i+ 1 ,⋯, H T

NH N ] ( 6)

　　证明略。

3　鲁棒分散镇定控制器的设计

　　本节将给出不确定系统( 1) ～ ( 3) 可鲁棒分散

二次稳定的一个充分条件, 并得出该条件等价于一

个 LM I 最优问题的可解性, 从而容易得出使系统

( 1) ～ ( 3) 分散二次稳定的状态反馈控制器。

定理 1　考虑不确定时滞大系统( 1) ～ ( 3) , 设

R i ∈ R
n
i
×n

i 是给定的正定矩阵, 若对所有的容许不

确定参数 F i( t ) , L ij ( t) , 存在矩阵 K i ∈ R
m
i
×n

i , 正定

矩阵 P i ∈ R
n
i
×n

i 和正常数 ∀i > 0,使得

S i = ( A i - B iK i)
T
P i + P i( A i - B iK i) +

P iW iP i + Qi < 0 ( 7)

其中

　　W i = D iD
T
i + A i1R

T
i A

T
i1 + D i1D

T
i1 +

　　D i2D
T
i2 + B i1B

T
i1 + ∀iM iM

T
i

　　Q i = ( E i - N iK i ) T( E i - N iK i) + K
T
i K i +

　　R i + E
T
i1E i1 + K

T
i N

T
i1N i1K i + ∑

N

j≠i

1
∀i H

T
i H i

则系统( 1) ～ ( 3) 是二次稳定的,其分散二次稳定控
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制器为

ui = K ix i ( 8)

　　证明略。

　　下面考虑式( 7)。因为P i 是正定矩阵,所以P - 1
i

存在,则式( 7) 可变换为下列矩阵不等式

F i1 + P
-
iF

T
i2F i2P

-
i + T

T
i F

T
i3F i3T i +

F
T
i4F i4 + P

-
iR
- - 1
i P i < 0 ( 9)

其中

R
-
i = R

- 1
i ,　P- i = P

- 1
i , 　T i = K iP

- - 1
i

F i1 = A iP
-
i + P

-
iA

T
i - B iT i - T

T
i B

T
i + W i

F
T
i2 = E

T
i1, ∑

N

j≠i

1
∀i H

T
i

F
T
i3 = [ I i , N T

i1] , 　F i4 = E iP- i - N iT i

W i在定理1中给出, I i∈R
m
i
×m

i是单位矩阵。下面以

定理的形式给出分散反馈控制增益 K i 的具体表达

式。

定理 2　 考虑系统( 1) ～ ( 3) , 该系统满足式

( 7) 的充要条件是存在矩阵 T i ∈ R
m
i
×n

i, 正定矩阵

P
-
i , R- i ∈ R

n
i
×n

i ,使得下列 LM I 满足

F i1 P
-
iF

T
i2 T

T
i F

T
i3 F

T
i4 P

-
i

F i2P
-
i - I i1 0 0 0

F i3T i 0 - I i2 0 0

F i4 0 0 - I i3 0

P- i 0 0 0 - R- i

< 0

( 10)

进而, 若 LMI 最优问题存在,则鲁棒分散二次稳定

控制器的增益可由下式给出。

K i = T iP
- - 1
i = T iP i ( 11)

其中 I i1 , I i2, I i3是具有相应维数的单位矩阵。

证明 　 令 A
-
i = F i1 , B- i = [ P- iF

T
i2 , T T

i F
T
i3 , FT

i4,

P
-
i ] , �i = diag[ - I i1, - I i2 , - I i3, - R

-
i] , 则式( 10)

变为

A
-
i B

-
i

B- T
i �i

< 0 ( 12)

利用Schur 变换方法得

I - B
-
i� - 1

i

I

A
-
i B

-
i

B
- T
i � i

I

- � - 1
i B- T

i I
=

　　　
A
-
i - B

-
i�- 1

i B
- T
i

� i

　　　　　　　　( 13)

由 A- i 的表达式可知 A- i 为对称矩阵, 因而式( 12) 的

左边是对称矩阵,从而式( 12) 成立的充分必要条件

是

A
-
i - B

-
i�- 1

i B
- T
i

� i

< 0 ( 14)

由式( 13) 知式( 14) 成立的充分必要条件是

A
-
i - B

-
i� - 1

i B
- T
i < 0 ( 15)

即式( 9) 成立,也就是式( 7) 成立。(证毕)

　　基于定理2和上述分析, 可给出鲁棒分散二次

稳定控制器的设计步骤:

1) 判别 LMI( 10) 是否有解,若有解, 则确定出

P
-
i, R- i, T i 和 ∀i, 转入下一步;否则该设计方法失效;

2) 根据 1) 求得的解,利用式( 11) 给出控制增

益,从而给出分散镇定控制器。

4　仿真算例

　　 考虑由两个时滞不确定系统互联而成的组合

系统

x
�
1 ( t ) = ( A 1 + �A 1 ) x1( t ) + ( B1 + �B1 ) u1 ( t) +

( A 11 + �A 11 ) x1( t - 3) +

( B11 + �B 11) u1( t - 5) + �H 12x2( t )

x
�
2 ( t ) = ( A 2 + �A 2 ) x2( t ) + ( B2 + �B2 ) u2 ( t) +

( A 21 + �A 21 ) x2( t - 1) +

( B21 + �B 21) u2( t - 1. 5) + �H 21x1 ( t)

x1 ( t ) = [ 0. 5, 0. 5] T, 　t∈ [ - 5, 0]

x1 ( t ) = [ x 11 ( t) , x 12( t ) ]
T

x2 ( t ) = 0,　t∈ [ - 1. 5, 0]

x2 ( t ) = [ x 21 ( t) , x 22( t ) ] T

其中

A 1 =
0 1

1 - 2
, B1 =

3

5
, A 11 =

0 0

0. 1 0. 1

B11 =
0. 5

0
, 　A 2 =

- 2 1

0 1
, 　B2 =

0

1

A 21 =
- 0. 2 0. 1

0 0. 1
,　B21 =

0

0. 1

�A 1 =
0. 1r ( t) 0. 1r( t )

0 0
, 　�B1 =

0

0. 1s( t)

�A 11 =
0. 1v ( t) 0. 1v ( t)

0 0
,　�B 11 =

0

0. 1z ( t)

�H 12 ( t) =
0. 1h( t) 0. 1h( t )

0. 1h( t) 0. 1h( t )

!r( t ) ! , !s( t) ! , !v ( t ) ! , !z ( t) ! , !h( t) ! ≤ 1

�A 2 = �A 21 =
0. 1f ( t ) 0. 1f ( t )

0. 1f ( t ) 0. 1f ( t )
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图 1　子系统 1 的状态响应 　　　　　　　图 2　子系统 2 的状态响应

�B2 = �B21 =
0. 1f ( t)

0. 1f ( t)

�H 21=
0. 1g( t ) 0. 1g( t )

0. 1g( t ) 0. 1g( t )
, 　! f ( t) ! , !g( t ) !≤1

对不确定项进行如下分解

D 1 =
0. 1 0 0 0

0 0. 1 0 0
, 　E1 =

1 0 0 0

0 0 0 0

T

D 11 = D 12 =
0 0 0. 1 0

0 0 0 0. 1

E 11 =
0 0 1 0

0 0 0 1

T

,　N 1 = [ 0　1　0　0]
T

N 11 = [ 0　0　0　1]
T
,　M 1 = [ 0. 1　0. 1]

T

H 2 = [ 1　1] ,　L 12 ( t) = h( t)

F 1( t ) = diag[ r ( t)　s( t)　v ( t )　z ( t) ]

D 2 = D 21 = D 22 = [ 0. 1　0. 1] T

E 2 = E21 = [ 1　1] ,　N 2 = N 21 = 1,　M2 = 0. 1

H 1 = I 2×2 ,　F 2( t ) = f ( t) ,　L 21 ( t) = g( t )

利用Matlab-too l可得反馈增益为

K 1 = - [ 0. 625 6　0. 111 5]

K 2 = - [ 0. 213 5　4. 710 9]

则控制器为

u1 = - 0. 625 6x 11 - 0. 111 5x 12

u2 = - 0. 213 5x 21 - 4. 710 9x 22

　　取不确定参数为 r ( t) = s( t ) = v ( t ) = z ( t ) =

h( t) = f ( t ) = g( t) = sint ,初始值为 x 10 = [ 4. 5　

- 3] , x 20 = [ 3. 5　- 5]。利用Matlab进行仿真,结

果如图 1 和图 2 所示。仿真结果进一步表明本文方

法是有效的。

5　结　　语

　　本文给出了含状态时滞和输入时滞不确定组合

大系统的分散二次稳定控制器的设计方法。基于二

次稳定的概念, 采用 Riccat i方法, 给出了可分散二

次稳定的一个充分条件; 基于 Schur 算法,得出了该

充分条件成立等价于一个 LM I最优解的存在;利用

LM I 最优解给出了控制增益。仿真实例进一步表明

了本文方法的有效性。
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