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摘　要: 基于 Backstepping 设计方法,对线性多变量系统设计出一种新的自适应控制器, 使某些系统关

于增益矩阵的假定条件便于检验。该控制器能保证系统的全局稳定性和跟踪误差趋于零。
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Abstract: An adapt ive cont ro l scheme based on the backstepping approach is pr oposed for linear t ime-

invar iant M IMO system s. T he assumption on a pr io ri know ledge of the gain m atrix can be easily

checked fo r cer tain plants. Under this scheme, the g lobal stability of the clo sed-loop sy st em is guaran-

teed and t he t racking err or tends to zer o .
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1　引　　言

　　对于线性多变量系统,当不存在未建模动态和

扰动时,模型参考自适应控制方法可以保证系统是

全局渐近稳定的
[ 1～3]
。控制器的设计主要是基于辅

助误差信号的线性控制方法。当广义相对阶大于 1

时,上述设计机制通常较为复杂。Backstepping 方法

对带有参数严格反馈形式的非线性系统是有效的。

基于 Backstepping 方法, 文献[ 4]研究了线性单输

入单输出系统; [ 5]研究了线性时不变多输入多输出

系统; [ 6]研究了线性时变系统; [ 7]对单输入单输出

系统的鲁棒自适应控制进行了研究。迄今为止,对于

多输入多输出系统的自适应控制设计, 必须已知某

一互作用矩阵和一可逆矩阵, 使得增益矩阵是正定

的。如何降低这一假设条件,对多变量系统的自适应

控制设计是非常重要的。

　　本文利用 Backstepping 方法,对线性多输入多

输出系统提出一种新的自适应控制设计机制。动态

误差系统不是通过构造状态观测器, 高频增益矩阵

不需要正定性假设, 而用三角矩阵代替正定矩阵。控

制器可以递归设计, 系统的全局稳定性得以保证, 跟

踪误差渐近趋向原点。
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2　系统描述

　　考虑多输入多输出线性时不变系统

y = G ( s) u = N 0( s) D - 1
0 ( s) u =

D
- 1
1 ( s) N 1 ( s) u ( 1)

其中, G( s) 是用右矩阵分式和左矩阵分式描述的传

递函数矩阵, D 0( s) 和D 1( s) 是首一的n阶矩阵多项

式, N 0( s) 和 N 1 ( s) 是 m 阶矩阵多项式。如果选择( s

+ 1) n- m
I 使得lim

s→∞
( s + 1) n- m

I G( s) = Bm, 当Bm非奇

异时, 定义系统( 1) 的相对阶为n
* = n - m。对于B m

奇异的情形, 若存在一个互作用多项式矩阵 P( s)

( P- ( s) ) , 满足l im
s→∞

P( s) G ( s) = K n, lim
s→∞

G( s) P- ( s) =

K
-

n,其中 K n( K- n ) 是满秩的常数矩阵, 则称 P ( s) 的

阶为G( s) 的广义相对阶[ 8]。对系统( 1) 做如下假设:

A 1 : 传递函数G ( s) 是严格正则的, 即m< n,且

G( s) 的可观测性指数的上界 n已知, n
*
已知;

A 2 : N 0 ( s) 和 N 1 ( s) 是 Hurwitz多项式矩阵;

A 3 : 存在已知的互作用多项式矩阵 P
- ( s) , 满足

lim
s→∞

G( s) P-( s) = K
-

n,其中 K
-

n非奇异;

A 4 : 存在已知的非奇异矩阵H , 使H K
-

n是下三

角或上三角矩阵, 且对角线元素的符号已知。

控制目的是设计自适应控制器, 使系统( 1) 的

输出 y ( t) 渐近跟踪参考信号 y m( t ) , 且使闭环系统

的所有信号有界。这里 y m( t) 及其直到 n
*
阶导数是

有界可测的。定义跟踪误差

e( t) = y ( t ) - ym( t ) ( 2)

由于P
-( s) 已知,选择 h( s) = ( s + �) n

*

, �> 0。令

u( t ) = h
- 1 ( s) P- ( s) v ( t ) ( 3)

将 N 1( s) P- ( s) 表示为 N 1( s) P- ( s) = K
-

ns
n + K

-
n- 1s

n- 1

+ ⋯ + K
-

0, D
- 1
1 ( s) N 1 ( s) P-( s) 的右分式矩阵为

D
- 1
1 ( s) N 1 ( s) P-( s) = N

-
1 ( s) D-

- 1
1 ( s)

N
-

1 ( s) = B
�
ns
n + ⋯ + B

�
0

( 4)

因为K- n 非奇异,由式( 4) 易证 B
�
n 非奇异, 且 B

�
n =

K
-

n。由式( 4) 和( 3) 得

y ( t ) = h
- 1 ( s) N- 1( s) D- - 1

1 ( s) v ( t ) ( 5)

　　引理 1
[ 1]
　 假设式( 5) 的可观测指数的上界 n

已知, 则存在多项式矩阵 Q1 ( s) 和 R1 ( s) , 其阶分别

为 n - 2和 n - 1(或小于 n - 1) , 且满足

Q 1( s) h( s) D- 1( s) + R 1( s) N- 1 ( s) =

Q 2( s) [ h( s) D- 1 ( s) - G
*
F( s) N- 1 ( s) ] ( 6)

其中, Q2 ( s) = ( s + �) n- 1
I p×p ( �> 0) , G* = B

�- 1
n ,

F( s) 满足lim
s→∞

F ( s) N- 1( s) = B
�
n。

由引理 1并经变换可得

e
�( t) = - �e( t) +

B
�
n

( s + �) n
* - 1

v ( t ) +

�* T 0( t ) ( 7)

其中 0 ( t) 由 v ( t) 和 y ( t ) 稳定的( n* - 1) 阶滤波信

号和 y m( t) 及其高阶导数组成。

3　自适应控制器设计

　　由假设A 4 ,存在一个已知矩阵 H ,满足 H B
�
n是

上三角或下三角矩阵。不失一般性,假设 B
�
n为下三

角矩阵。令 B
�
n = [ b1 , b2,⋯, bp ] T, 其中 b

T
i = [ bi1 , bi2 ,

⋯, bii, 0, ⋯, 0]。式( 7) 的第 1个分量对应的方程为

e
�
1( t ) = - �e1 ( t) + �T1 0( t ) +

b11
1

( s + �) n* - 1
v 1 ( t) ( 8)

其中 v 1 ( t) 是 v ( t) 的第 1个分量, �T1 是 �* 的第 1个

行向量。由假设A 4, b11的符号已知。对于式( 8) ,定义

　　　　x 11( t ) =
1

( s + �) n
* - 1

v 1 ( t) ( 9)

其状态空间实现连同式( 8) 记为

e
�
1( t ) = - �e1 ( t) + b11x 11 ( t) + �T1 0( t )

x
�
11 = x 12 ,　x�1, n* - 2 = x 1, n

*
- 1

　　　　 
x
�
1, n

*
- 1 = - !1x 11 - ⋯

　　　　 - !1, n* - 1x 1, n* - 1 + v 1

( 10)

其中 !i > 0( i = 1, 2,⋯, n* - 1) 是多项式( s +

�) n* - 1
的系数,采用状态变换

z 10( t ) = e1( t )

z 11( t ) = x 11( t ) - �10( t )
　　 
z 1, n* - 1 ( t) = x 1, n* - 1( t ) - �1 ,n* - 2( t)

( 11)

其中�1i( t ) ( i = 0, 1, ⋯, n
*
- 1) 是中间控制函数。对

于第 i + 1步,可证明

z
�
1i = x

�
1i - ��1, i- 1 =

z 1, i+ 1 + �1i -
��1, i- 1

�z 10
( - �z 10 + b11x 11) -

��1, i- 1

�z 10
�T1 0( t ) - ∑

i- 1

j= 1

��1, i- 1

�x 1j
x 1, j+ 1 -

��1, i- 1

�t -
��1, i- 1

�b�11 b
�!
11 -

��1, i- 1

���1 ��
!

1 ( 12)

对此,选取中间控制函数

�1i ( t) =

- z 1i - z 1, i- 1 +
��1, i- 1

�t - ���1, i- 1

�z 10
z 10 +
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∑
i- 1

j = 1

��1, i- 1

�x 1j
x 1, j + 1 - z 1i

��1, i- 1

�z 10

2

+ �
^

T
1 ( t ) 1i( t) +

b
�
11( t )

��1, i- 1

�z 10
x 11 + ∀1, i- 1 + #1, i- 1 ( 13)

 1i( t ) =
��1, i- 1

�z 10
 0 ( t)

#1, i- 1 = - ∑
i

j = 1
( T

i- 1( t ) z 1j j ( t ) ) - ∑
i- 1

j = 1
 Tj ( t ) z 1, j+ 1 i ( t)

( 14)

∀1, i- 1 = -
��1, i- 1

�b�11 - z 10z 11 + ∑
i

j= 1

��1, j- 1

�z 10
x 11z 1j +

　　　　
��1, i- 1

�z 10
x 11 ∑

i

j = 1

��1, j
�b�11 z 1, j+ 1 ( 15)

取李亚普诺夫函数 V 1i( t ) =
1
2
z
2
1i ( t) ,自适应控制器

v ( t ) 的第 1个分量 v 1 ( t) 为

v 1( t ) = �1, n* - 1( t ) =

- ∑
n* - 1

j = 1
!j x 1j ( t) - z 1, n* - 1 - z 1, n* - 2 +

��1, n* - 2

�t - ���1, n
*

- 2

�z 10
z 10 + ∑

n* - 2

j = 1

��1, n* - 2

�x 1j
x 1, j + 1 -

z 1 ,n* - 1
��1, n* - 2

�z 10

2

+ ��T1 1, n* - 1( t ) +

b
�
11
��1, n* - 2

�z 10
x 11 + ∀1, n* - 2 + #1, n* - 2 ( 16)

其中 b
�
11 ( t) 和 ��1( t ) 的自适应律选为

b
�!
11( t) = - ∑

n* - 1

j = 1

��1, j - 1

�z 10
x 11z 1j

��
!

1 ( t) = - ∑
n* - 1

j = 1

( z j j ( t) )

( 17)

为证明在自适应控制( 16) 下系统( 10) 的稳定性,选

取李亚普诺夫函数

V 1( t ) = ∑
n* - 1

j

( V 1, j - 1( t ) ) + b
~
11( t ) b~11 ( t) / 2 +

�~T
1 ( t )�~1( t ) / 2 ( 18)

V 1 ( t ) 关于动态 z 1, j- 1 ( t) ( j = 1, 2,⋯, n* ) , b�11 ( t ) 和

��1( t ) 的时间导数满足下列方程
V
�
1( t ) = - z

2
10 ( t) - ⋯ - z

2
1, n* - 1( t ) -

∑
n
*
- 1

j= 1
z
2
1, j ( t)

��1, j- 1

�z 10

2

( 19)

这表明 z 1j ( t) , ��1 ( t) , ��11 ( t ) , b�11 ( t) 是有界的, 因而

e1 ( t) 和 y 1( t ) 也是有界的。一般地,因为 v j- 1 ( t) ( j =

1, 2,⋯, i - 1) 已在前 j - 1步被设计,且 x j 1( t ) ( j =

1, 2,⋯, i - 1) 直到( n
*
- 1) 阶导数存在且可测,所

以可用相似 v 1( t ) 的过程设计 v i( t ) , 并保证 ei ( t) 和

y i ( t) 的有界性。以上分析可综合成下述定理:

定理1　对于系统( 1) ,若条件A 1～A 4满足, 控

制律 u( t) 由式( 3) 给出, 其中 v ( t) 的第 1个分量

v 1( t ) 由式( 16) 给定, 对其它分量 ei ( t) ,其状态变换

和中间控制函数以及控制分量 v i( t ) 用类似方式定

义。则闭环系统中的所有信号有界,且跟踪误差 e( t )

趋近于零。如果参考信号 ym( t ) 恒为零,则闭环系统

的所有信号趋向于零。

证明　 对于整个闭环系统, 根据上述推导,

e i( t ) 和 y i ( t) ( i = 1, 2, ⋯, p ) 是有界的。由式( 5) 可

得控制律 v ( t ) 的第n
*
阶稳定滤波信号也是有界的。

事实上,由式( 5) 得到

v ( t) = h( s) D- 1 ( s) N-
- 1
( s) y ( t ) ( 20)

因为 det ( N- 1( s) ) 是 Hurwitz 多项式, 且 N
-

1( s) 和

D
-

1( s) 有相同的阶, 则对任意稳定的 n
*
阶多项式

L ( s) , [ 1/ L ( s) ] v ( t ) = [ h( s) / L ( s) ] D- 1 ( s) N- 1( s) y ( t )

有界,因此  0( t ) 也有界,这又保证 �10 ( t) 有界。由上
节推导, ��11( t ) , ��1( t ) 和 x 11 ( t) 都是有界的。同理第 i

个跟踪误差 e i( t ) 及相应的中间控制函数有界。实际

设计过程中,在 Backstepping 方法的第 1步, 中间控

制函数的有界性可由 ej ( t ) 的有界性保证。最后, 按

照 Backstepping 过程, v 1( t ) 中  1, n* - 1( t ) 的每一个

组成分量都有界, 则 v 1( t ) 有界。同理可依次推导

v 2( t ) , ⋯, v p ( t) 有界, 这意味着控制律 v ( t ) 是有界

的。由于h( s)是稳定的, 且式( 3) 中P
-( s) h- 1( s) 是正

则的, 因而 u( t ) 有界。所有信号的有界性蕴涵着

z 10( t )的导数和 e1( t ) 是有界的。由V 1 ( t) 的选择以及

　　　V�1 ≤- z
2
10 ( t) - ⋯ - z

2
1, n* - 1( t ) ( 21)

即 z 10( t ) = e 1( t ) 趋于零。同理 ei ( t) ( i = 1, 2,⋯, p )

趋于零。如果 y m( t ) = 0, 则跟踪问题变成调节问题。

此时可证中间控制函数也逼近零, 因而可得自适应

控制律 v ( t ) 趋向零。最终控制系统的所有信号趋近

于零。(证毕)

4　结　　语

　　 本文利用 Backstepping 方法对线性时不变多

输入多输出系统提出一种新的自适应控制机制, 使

得跟踪误差趋于零, 且只需假设系统阶的上界已知。

原先存在已知矩阵 H 满足H B
�
n正定的条件被 H B

�
n

是下三角或上三角矩阵所代替。对于许多对象而言,

下三角(上三角) 的条件比正定性易于验证。
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92 控　　制 　　与　　决　　 策 2 0 0 1 年



敛于以下的界中

∀x i ∀ ≤ 2i- 1 2 b2 k
-

ap
n- i ,　i = 1, 2,⋯, n ( 8)

根据控制律的表达式容易看出式( 5) 成立。(证毕)

4　仿真算例

　　研究非线性不确定系统

x
�
1 = x 2

x
�
2 = f ( x 1, x 2) + b( x 1, x 2) u

镇定问题。要跟踪的期望轨迹是 X d = [ 0, 0] T ,故 X

= X
- - X d = X

-。

对上述二阶系统, 假设已知 ∀ f ( x 1 , x 2) ∀ ≤
M 1( X ) = 0. 2∀ x 2∀ + x

2
1 , 0. 8≤ b( X ) ≤ 1. 2。取∃=

0. 5, p = 1,则S = x 1 + x 2。仿真中取 kD = 8,初始状

态 X ( 0) = [ 0. 5, 0. 3] T。系统轨迹进入 ∀S ∀ ≤ ∃后,

可算得 ∀x 1∀≤ 0. 8, ∀x 2∀ ≤1. 3。因此可取 k = 2,M f

= 20, k m= 19,且依a≥ 2 b2k
-/∃可算得a≥ 7。两

个变量的模糊区间的中心分别在区间[ - 1, 1] 和

[ - 1. 5, 1. 5] 上均匀选定,取自适应参数 % 的初始
值 % ( 0) = 0。若要求 ∀x 1∀ ≤ 0. 02, ∀x 2∀ ≤ 0. 04,则

由式( 8) 可算得 a≥ 170。

设系统未知项真值为 f ( x 1, x 2 ) = - 0. 1x 2 -

x 1∀x 1∀ , b( x 1, x 2 ) = 1,当取 a = 170时,系统状态变

量和控制量的变化曲线分别如图 1和图 2所示。从

图中可以看出,闭环系统跟踪误差满足要求,且控制

量变化平缓。

图 1　状态变量的变化

图 2　控制量的变化
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