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摘　要: 在介绍一般马尔可夫决策过程的基础上, 分析了当前主要马尔可夫过程自适应决策方法的基

本思想、具体算法实现以及相应结论,总结了现有马尔可夫过程自适应决策算法的特点, 并指出了需要

进一步解决的问题。
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Abstract: Ba sed on an introduction o f MDP, main results of algo rithms, pr inciples, implementation and

conclusions fo r adapt ive MDP are analyzed in deta il. The char acter s of these alg or ithms ar e summa-

r ized. Pr oblems needing fur ther discussing for adapt ive M DP are also po inted out.
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1　引　　言

　　马尔可夫决策过程( Markov Decision Process,

M DP)是一种应用广泛的随机决策过程。自Wald开

创 M DP 研究后, M DP 受到人们的普遍重视, 国内

也有不少学者投入到 M DP 的研究,并取得了一定

成果[ 1～5]。目前, M DP 不仅在理论研究上成果显

著[ 6] ,而且在社会生产实践中也得到广泛应用[ 7～10]。

本文首先介绍一般马尔可夫决策过程, 然后较

详细地阐述了当前主要马尔可夫过程自适应决策方

法的基本思想、具体算法实现以及相应结论,最后总

结了马尔可夫过程自适应算法的特点,并指出了进

一步的研究方向。

2　MDP 问题的提法

　　M DP 模型一般指 5元组

　　　　〈X , U , {U ( x ) �x ; x ∈ X } ,

　　　　{ p ( i , j , u) � i, j ∈ X , u∈ U} ,

　　　　{ c( x , u) �x ∈ X , u∈ U}〉 ( 1)

其中, X 为状态空间, x ∈ X 称为状态; U为控制空

间, u∈U称为控制; U ( x ) 是状态为 x时的可行控制

集; { p ( i , j , u) � i, j ∈X , u∈U} 中 p ( i , j , u) , 表示在

控制u下从状态 i转移到 j 的概率; { c( x , u) �x ∈X ,

u∈ U} 中 c( x , u) ,表示在状态为 x 时由于采用控制

u 而产生的立即损失。

用 t ∈R
+ 表示时间, t时的决策规则 �t 是一概

率分配函数,它决定可行控制集U ( x t)中各个控制取
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为实际控制 ut 的概率。决策规则列 �= { �t} 称为策

略, MDP 中的策略常为 M arkov 策略。M DP 常见的

决策目标函数有总损失、无界平均损失以及无界折

扣损失等[ 11]。

部分可观 M DP( POM DP) 是 M DP 的一种特殊

情形, 其特殊性在于核过程的M ar kov过程状态不

可观测,而只能观测到与核过程存在一定概率关系

的观测过程状态。在POM DP 中,常用信息状态表示

状态空间中各状态为核过程实际状态的概率,并且

信息状态本身是一种 Markov 过程。当 M DP 目标函

数以信息状态为状态时,便可得到概率 POMDP 的

目标函数。详细分析参见文献[ 12]。

3　MDP 自适应决策的研究内容与一

般方法

　　在 MDP 中, 状态转移概率直接影响目标函数,

但却很难准确地获得状态转移概率。M PD 自适应决

策就是研究在状态转移概率不确定的情形下,根据

系统的当前信息进行决策, 优化目标函数。

在控制 u∈U 作用下,记 M arkov 过程从状态 i

转移到 j 的概率为 p ( i, j ; u, �) ,其中参数�∈  ,  称
为参数空间。设真实参数为 �0, 由于 �0未知, 所以实

际系统的状态转移概率也未知。M DP 的目标函数通

常为样本路径平均损失,即

J ( �, x ) = lim
N→∞

1
N∑

N - 1

t= 0

c( x t , ut ) ( 2)

M DP自适应决策就是在�0
未知时, 逐步求解策略!,

使 J ( !, x ) 等于或接近 �0
已知时目标函数的最优值,

即实现决策自优
[ 13]
。

M DP 自适应决策算法可分为间接决策法和直

接决策法两大类。间接决策法是在参数估计的基础

上,根据肯定等价原理进行决策;直接决策法则不经

过参数估计而直接进行决策。下面分别加以介绍。

3. 1　间接自适应决策算法

　　间接自适应决策算法一般根据肯定等价原

理[ 13 ] ,在估计 �0的基础上对 Markov 过程进行决策。

该决策算法的基本形式如下:

1) 确定参数估计周期 m及参数估计器,任意选

取参数初始值 �0∈  ;

2) 在时刻 t = km( k = 0, 1,⋯) ,由参数估计器

得到未知参数估计值 �t ,视 �t 为未知参数的真实值,

计算以 �t 为参数的 M DP 最优策略 g�
t
;

3) 当 km≤ t < ( k + 1) m时, 根据状态 x t, 由策

略g�
t
从可行控制集U ( x t) 中选择控制u t,对M arkov

过程进行决策。

各种具体决策算法之间的差别在于参数估计器

的不同。通常称采用极大似然参数估计器

�km = arg
�∈ 

max∏
km

t= 0

p ( x t , x t+ 1; u t, �)
p ( x t, x t+ 1; ut, �0

)
( 3)

估计参数的算法为基本自适应决策算法。

假定 M DP 满足辨识条件, 文献[ 14] 证明采用

基本自适应决策算法, 不仅估计参数{�t} 能收敛到

�0 ,而且能够实现决策自优。然而当辨识条件不满足

时,文献[ 15] 证明此时不能实现决策自优, 所能得

到的最好结果是对任意 i , j ∈ X , p ( i, j ; g�* ( i) , �* )

= p ( i , j ; g �* ( i ) , �0) , 其中 �* ∈  为{�t } 的收敛值。
由于辨识条件不成立时基本自适应决策算法无法实

现决策自优,因此,自适应决策算法都是研究在辨识

条件不成立时如何实现决策自优。下面介绍其中的

一些主要算法。

3. 1. 1　随机化方法

在M DP 自适应决策过程中,对所有 x ∈X 和u

∈ U, 事件( x t = x , u t = u) 经常发生是获取系统未

知信息的必要条件。但在基本自适应决策算法中, 由

于 ut = g�
t
( x t) 而排除了其它控制, 如果l im

t→∞
�t = �* ,

那么只有( x t, g�*
t ( x t) ) 经常发生,从而{�t} 不一定收

敛到 �0
。随机化方法的基本思想就是改变控制的这

种排它性,即实际控制不一定取u t = g�
t
( x t) , 而是从

u t = g�
t
( x t) 的邻域中随机选取某一容许控制, 这样

其它控制也有机会成为实际控制。

估计参数随机化法是一种随机化 M DP 自适应

决策算法, 特点是不取极大似然参数估计值作为实

际估计值, 而是从使似然函数几乎极大化的所有参

数中随机选取某参数作为估计值。具体算法如下:

1) 给定∀> 0,定义似然函数L k( �) = ∏
k- 1

t= 0

p ( x t,

x t+ 1 ; ut , �) , k = 1, 2,⋯;

2) 定义 # 0( ∀) =  , # k ( ∀) = { �∈  �L k ( �) >

max
�′∈ 

L k ( �′) - k∀} , k = 1, 2,⋯,估计参数随机化策略

∃= ( %0 , %1,⋯) ,其中%k是在# k ( ∀) 上的均匀概率测
度;

3) 在时刻 k = 1, 2,⋯,通过以%k为概率测度的

随机试验,从 # k( ∀) 中选取参数估计值 �k ,计算以 �k

为参数的 M DP 最优策略g �
k
,根据 g�

k
对 M arkov 过

程进行决策。

文献[ 16] 证明参数随机化方法下的估计参数

列{�k} 将收敛到�0 ; [ 17] 研究了M DP分别在估计参
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数随机化和控制随机化下的自适应决策, 得到{ �k}
将收敛到 �0并能以任意精度实现决策自优的结论。

3. 1. 2　强制选择法

强制选择法要求MDP的状态空间、控制空间和

参数空间均有限,并且所有状态转移概率大于 0。基

本思想是保证事件( x t = i, u t = u) 无穷尽地经常发

生, 从而满足{ p ( i, j ; u, �0
) } 可辨识的必要条件。算

法的特点是当时间为某些稀疏的给定时刻时,强制

地从控制空间中循环选取实际控制, 而在其它时刻

仍采用基本自适应决策算法。由于强制选择时刻的

稀疏性,强制选择的控制不但不会影响目标函数值,

而且可使估计参数列收敛到真实参数 [ 13]。

3. 1. 3　有偏极大似然法

前已指出,当辨识条件不成立时,采用基本自适

应决策算法能得到的最好结果是 p ( i , j ; g �* ( i ) , �* )

= p ( i, j ; g�* ( i) , �0
)。记以�为参数的MDP在策略�

下的目标函数值为 J ( �; �) , 定义 J
*
( �) = m in

�
J ( �,

�) ,则由“最好结果”可进一步得到
J

* ( �* ) = J ( g�* ; �* ) =

J ( g �* ; �0) ≥ J
* ( �0) ( 4)

显然,如能设计参数估计器,使得参数估计值偏向于

满足 J
* ( �) ≤ J

* ( �0 ) 的�, 则必有J
* ( �* ) = J ( g�* ;

�* ) = J ( g�* ; �0) ≤ J
* ( �0) ,并且保证参数估计器渐

近于极大似然估计器,使式( 4) 成立。此时便可得到

J
*

( �*
) = J ( g�* ; �*

) = J ( g �* ; �0
) = J

*
( �0

) ,从而

实现决策自优[ 18]。实际上这就是有偏极大似然自适

应决策的基本思想。

如何使参数估计器在偏向“最好”参数的同时,

又渐近地保持一般极大似然估计器的特性, 是设计

有偏极大似然估计器的关键。有偏极大似然估计器

的构造如下

�k = arg
�∈ 

max
f ( J

*
( �0

) )
f ( J

*
( �) )

o(k)

& k( �) ( 5)

其中

& k ( �) = ∏
k- 1

t= 0

p ( x t , x t+ 1; u t, �)
p ( x t, x t+ 1 ; ut, �0

)

为一般似然函数, f 和 o均为实值函数。要求 f 严格

单调增加且对任意 �∈  , f ( J * ( �) ) > 0;要求 o( k)

> 0, lim
k→∞

o( k ) = ∞, lim
k→∞

o( k) / k = 0。可以证明, 即使

{�k} 不收敛到 �0
, 有偏极大似然自适应决策仍能实

现决策自优
[ 19]
。

文献[ 19～ 22] 给出了适用于各种不同M DP的

有偏极大似然自适应决策算法。

3. 2　直接自适应决策算法

直接 M DP 自适应决策算法是近年出现的一种

新的决策方法, 其特点是将学习法引入M ar kov决

策。与间接决策算法相比 , 直接决策法既不需要

M DP 的解析模型, 也不需要计算最优策略,它适合

于状态转移概率以及报酬函数结构未知的 MDP。

3. 2. 1　Q-学习法

当M DP 状态空间 X 和控制空间 U均有限且目

标函数为无界折扣报酬时, 对每个状态 x ∈ X 和控

制 u∈ U ,定义状态 - 控制价值

Q
* ( x , u) =∑

y∈X

p ( x , y , u) c( x , u) +

∋∑
y∈X

p ( x , y , u) V
*

( y ) ( 6)

其中, c( x , u) 是立即报酬, p ( x , y , u) 是控制为 u 时

M arkov 过程状态从 x 转移到 y 的概率, V * ( y ) 是以

y 为初始状态的 M DP 目标函数最优值。显然,

V
* ( x ) = max

u∈U
Q

* ( x , u) , 如果 Q
* ( x , u) 已知, 则很

容易计算出最优策略。但在转移概率和报酬函数未

知时,将无法计算 Q
* ( x , u)。

Q-学习法的基本思想是估计 Q
* ( x , u) ,并利用

Sut ton预测误差 c( x , u) + ∋V
^

( y ) - Q
^ * ( x , u) 更新

Q
^ *

( x , u)。其中, Q
^ *

( x , u) 是 Q
*
( x , u) 的估计值, y

是控制 u 下自状态 x 转移后的状态, V
^

( y ) =

max
u∈U

Q
^

( x , u)。Q
^ * ( x , u) 的更新算法如下

Q
�*
t+ 1 ( x , u) = Q

�*
t ( x , u) + ([ c( x , u) +

∋V�( y ) - Q
�*
t ( x , u) ] ( 7)

其中(∈ ( 0, 1]为学习速率。当(以适当速率收敛到
0,并且Q

^ * ( x , u) 无穷地经常更新时, Q
^ * ( x , u) 将收

敛到 Q
^ * ( x , u) , V

^
( x ) 将收敛到 V

* ( x ) , 因此最终将

获得最优策略。

在 Q-学习法的基础上, 文献[ 23～ 25] 分别提

出了各自的M DP 自适应决策算法。

3. 2. 2　分散学习决策法

分散学习自适应决策算法的基本思想是运用多

自动机对策原理实现 M DP 决策。在该算法中, 决策

由多个自动机和一个协调机来实现, 每个自动机根

据其控制集上各控制的分配概率负责对 M ar kov 过

程的一种状态决策,并且自动机在决策之后不能立

刻知道系统的响应。协调机的作用是根据 M arkov

过程的状态通知负责该状态的自动机, 并同时向自

动机传送当前总报酬、运行总时间等信息。

自动机在决策的同时, 根据这些信息并按 L R-I

学习规则调整其控制集上的概率分布。

设自动机第 k 次决策时采用的控制为 a( k) =
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ai ,第 k + 1次收到的 M DP 报酬累计量和时间累计

量分别为 )( k + 1) 和 ∗( k + 1) ;设自动机第 l次决

策时, 控制 ah( l ) 的被选概率为 p h ( l )。自动机根据

L R-I 学习规则,调整其控制集上概率分布的算法为

p i ( k + 1) =

p i ( k) + ∋∗( k + 1)
)( k + 1)

[ 1 - p i ( k) ] ( 8)

p j ( k + 1) =

p j ( k ) + ∋∗( k + 1)
)( k + 1) p

j ( k) , 　j ≠ i ( 9)

　　当 M arkov过程满足在任意确定性平稳策略下

状态是遍历的条件时, 则分散学习决策的目标函数

将收敛到最优值
[ 26]
。

4　POMDP自适应决策

　　POM DP 自适应决策研究在状态转移矩阵受未

知参数的影响下如何实现决策自优。现有的

POM DP 自适应决策算法都是基于肯定等价原理的

间接决策法。文献[ 18]介绍了POM DP自适应决策

的一般方法。各种算法之间的差别是参数估计器。

4. 1　有偏极大似然法

在 POM DP 中, 有一类是核过程状态在一给定

的常返区域内完全可观,而在状态空间其它区域内

不可观。有偏极大似然法可用于该类 POM DP 自适

应决策,其基本思想与 M DP 有偏极大似然法相同。

记 POM DP 的状态空间为 X , 控制空间为 U ,参

数空间为紧集  ; 核过程状态转移概率为 p ( x , y , u;

�) ,其中 x , y ∈X , u∈U , �∈  ;完全可观常返区域

为 #。设 +�
k 为 k 时刻以 �为参数 POMDP 的信息状

态, 决策目标是使无界平均损失最小。设 �0为真实

参数, ∀为决策精度 , 有偏极大似然决策算法如

下
[ 27 ]

:

1) 离散化参数空间: 根据决策精度 ∀,将参数空
间  划分为 q 个互不相交的子集{  1,  2 ,⋯,  q } ,并

在子集  j ( j = 1, 2, ⋯, q) 中确定满足一定条件的参

数 �j ,计算以 �j 为参数的POMDP 最优策略 ��j ;

2) 估计参数:在参数估计时刻 k ,采用类似于式

( 1) 的有偏极大似然估计器得到估计参数 �k ;
3) 决策: 设 ��k ∈  d, d ∈ { 1, 2,⋯, q} , 则由  d

可得参数�d及策略��d , 视�d为P OM D P的真实参

数,计算信息状态 +�d
k ,根据 +�d

k 由 ��d 确定控制 uk 对

M DP 决策。

　　可以证明,有偏极大似然决策算法下的目标函

数值与目标函数最优值之间的差值最多为 ∀。文献

[ 27, 28] 分析了具体的有偏极大似然决策算法。

4. 2　递推预测误差法

　　递推预测误差法是估计参数的一种方法。文献

[ 29] 将它用于一类设备维护 POMDP 自适应决策,

对影响核过程状态转移概率的未知参数 �∈ [ 0, 1]

进行估计。具体算法如下

Rn+ 1 = R n +
1

n + 1
( !2

n - Rn ) ,　R1 = 1 ( 10)

!n = - �
��n∀n( �n ) = 2q - 1 ( 11)

�n+ 1 = ,  �n +
1

n + 1
R

- 1
n+ 1!n∀n( �n)

　　　　　　�0∈  ( 12)

其中 ∀n ( �) 是 n时刻的观测过程状态预测误差平方

和。在估计参数 �n的基础上, 根据肯定等价原理进

行决策。在该算法下估计参数序列{�n} 将依概率收

敛到真实参数, 并能实现决策自优。

5　评论与展望

　　现有的 M DP 自适应决策算法都能在辨识条件

不成立的条件下实现最优决策。直接决策算法的特

点是将学习法引入 M DP 决策,不需要 M DP 的解析

模型和计算最优策略, 适合于状态转移概率以及报

酬函数结构未知的 MDP; 其缺点是要求 MDP 的状

态和控制均有限。

　　间接决策算法的基础是肯定等价原理。尽管各

间接决策算法互不相同, 但它们都是对基本自适应

决策算法的改进, 并具有以下共同特点; 1) 要求转

移概率大于0,且当 为连续空间时,转移概率是�的
连续函数; 2) 要求真实参数 �0∈  ,且  为紧集; 3)

目标函数为无界的平均或折扣损失。要求间接决策

算法具有这些特点是因为: 1) 保证马尔可夫过程不

可约, 从而平稳最优策略存在; 2) 保证估计参数列

的极限点存在。由于估计参数列只能渐近地收敛到

极限点,因此只能研究无界目标函数。对于 POM DP

自适应决策算法亦可得到类似的结论。

通过对现有 M DP 自适应决策算法的分析可以

发现, 间接决策算法对  为连续空间时的自适应决
策研究尚不完善, 这主要是因为在间接自适应决策

过程中需要计算相对于估计参数的最优策略, 而在

连续空间中具有无穷多个点, 从而使计算复杂化, 影

响了决策效率。如何解决这一问题是今后需要进一

步研究的课题。此外,无论间接决策法还是直接决策

法,目前只研究了无界规划水平下的M DP自适应决
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策。由于实际系统的规划水平常常是有界的,将这些

算法应用于社会生产实践存在一定的困难,因此,对

有界规划水平 M DP 自适应的研究具有重要的现实

意义,也是今后 MDP 自适应决策研究的方向。
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