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摘　要: 利用时域和频域结合的方法, 讨论了线性不确定系统鲁棒二次最优控制问题; 提出了线性不确

定系统鲁棒二次最优的概念, 并证明了有关性质; 建立了鲁棒回差方程, 阐述了鲁棒二次最优控制系统

的分析和综合方法;最后给出了工程应用设计实例。
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Abstract: T he problem of r obust quadra tic optimal cont ro l fo r uncer tain linear sy st ems is discussed by

means o f analy sis a lg or ithms in time and fr equence dom ains. Some definit ions of r obust quadratic opti-

malit y for uncer tain linear systems ar e pr oposed. A modified robust difference equality is der ived. Ana l-

y sis and synthesis methods of t he r obust quadrat ic optimal contr ol for uncerta in linear sy stems a re pre-

sented. An application example is given to illustrat e the ut ilization o f the approach.

Key words: uncertain linear systems; r obust contr ol; o pt imal contr ol

1　引　　言

　　基于 Lyapunov 理论的不确定系统分析和综合

方法, 由于可以方便地处理时变不确定系统的鲁棒

性问题, 并最终归结为 Riccat i方程的求解,因而受

到人们的极大关注, 并已取得了相当的研究成

果[ 1～ 3]。实际控制系统的设计常常不仅要求闭环系

统稳定,而且要求其达到一定的性能指标, 因此对同

时鲁棒稳定和鲁棒性能的研究引起人们的广泛兴

趣
[ 4]
。其中较为有效的是鲁棒线性二次设计(简称

RLQ)方法[ 5, 6]。基于时域的鲁棒 LQ设计虽能保证

不确定闭环系统渐近稳定和某一性能指标最优, 但

并不知其鲁棒稳定裕度以及性能的鲁棒性。

现有多种评价系统稳定性能的方法,但工程实

际中最常用的是稳定裕度的概念,即增益和相位裕

度。由于基于时域的鲁棒 LQ 分析和综合方法很难

与其建立直接的联系,因此本文利用时域和频域结

合的方法来讨论鲁棒 LQ 问题。时域方法便于鲁棒

稳定性的分析, 而频域方法则便于度量稳定裕度。二

者的结合,可较好地解决鲁棒LQ设计的鲁棒稳定
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和鲁棒性能问题。

2　问题提出和定义

　　考虑线性连续不确定系统

x
�( t) = ( A 0 + �A ) x ( t ) + Bu( t)

x ( 0) = x 0 ( 1)

其中, x ( t ) ∈ R
n为状态, u( t ) ∈ R

m 为控制输入, A 0

∈ R
n×n和 B∈ R

n×m是已知常阵, �A 是具有适当维
数的不确定时变实矩阵,假设具有如下形式

�A ( t) = DF( t) E ( 2)

这里, D ∈ R
n×r 和E ∈ R

q×n是已知定常阵, F( t ) ∈

R
r×q
为不确定函数阵,并假设 F( t ) 属于如下定义的

集合 �。

� = {F ( t) �FT
( t) F ( t) ≤ I ,� t}

　　对应系统( 1) 的性能泛函为

J =∫
∞

0
( x T( t ) Qx ( t) + u

T( t ) Ru( t) ) dt ( 3)

其中R > 0, Q > 0。

当系统( 1) 中 �A = 0时,式( 1) 所对应的标称

系统  ( A 0 , B) 和性能泛函( 3) 构成规范的LQ 调节

器(简称 LQR) 问题。对此存在最优控制

u( t) = K x ( t ) = - R
- 1
B

T
Px ( t) ( 4)

使闭环系统 x
�( t) = ( A�0 + BK ) x ( t) 渐近稳定, 且具

有( 1/ 2, ∞) 的增益裕量和 60°的相位裕量, 同时使

式 ( 3) m in( J ) = x
T
0 Px 0, 其中 P = P

T
> 0 满足

Riccat i方程

PA 0 + A
T
0P + Q - PBR

- 1
B

T
P = 0 ( 5)

当 �A ≠ 0时,以上性能将不再保证。现有的许多鲁

棒稳定分析方法仅给出式( 1) 的鲁棒稳定界, 并不

清楚其稳定裕量, 更不知所设计的闭环系统是否具

有类似规范 LQ 调节器的最优性能。

借鉴规范 LQ 调节器问题的时域分析和频域性

能描述,本文采用时域和频域相结合的方法分析和

综合不确定系统的鲁棒二次最优控制问题。

定义 1　对不确定系统( 1) 和性能泛函( 3) ,考

虑状态反馈

u( t ) = K x ( t ) ( 6)

对应的不确定闭环系统为

x
�( t) = ( A 0 + �A + BK ) x ( t ) ( 7)

如果存在一个正定对称矩阵 P > 0,使得

[ A K + �A ] T
P + P( A K + �A ) +

K
T
BK < 0 ( 8)

对任意允许的不确定性 �A 都成立, 则称不确定系

统( 1) 在反馈( 6) 下的闭环系统( 7) 是鲁棒二次最优

的,式( 6) 为对应不确定系统( 1) 和性能泛函( 3) 的

鲁棒二次最优控制律,式( 8) 中 A K = A 0 + BK。

定义 2　对于不确定闭环系统( 7) ,若存在某一

常 数 ! > 0 和 Lyapunov 函 数 V ( x ( t) ) =

x
T( t ) Px ( t) , 使得

V
 

( x ( t) ) ≤- !‖x ( t )‖2 ,　� t ( 9)

对任意闭环系统的解 x ( t) 都成立,则称该闭环系统

是以收敛率 !指数渐近稳定的。

3　鲁棒回差方程

　　对规范 LQ 调节器问题,时域可通过Riccat i方

程( 5) 求解, 频域则可通过频域公式设计。利用最优

调节器的回差等式,可以进行闭环系统的设计和最

优性能分析。针对不确定系统的鲁棒 LQ 最优控制

问题,本节给出其相应的鲁棒回差等式。

定理1　如果存在正定对称矩阵P > 0, 满足不

确定系统( 1) 和性能泛涵( 3) 所对应的规范 LQ 问

题,则有

[ I - K ∀ ( - s) B ]
T
R [ I - K ∀ ( s) B ] =

R + B
T∀ T

( - s) ( - PA - A
T
P +

PBR
- 1
B

T
P ) ∀ ( s) B ( 10)

其中 , A = A 0 + � A , ∀ ( s ) = ( s I - A ) - 1 , K =

- R
- 1
B

T
P。

证明　令 A = A 0 + �A ,式( 5) 两端同时加上

和减去PA + A
T
P 和 sP, 整理可得

P( sI - A ) - ( sI + A
T
) P + P ( A - A 0 ) +

( A T - A
T
0 ) P - Q + PBR

- 1
B

T
P = 0 ( 11)

用 B
T ( - sI - A

T ) - 1和( sI - A ) - 1
B 分别左乘以和

右乘以式( 11) , 并对所得结果稍加整理,则有

B
T ∀ T

( - s) PB + B
T
P ∀ ( s) B +

B
T ∀ T

( - s) PBR
- 1
B

T
P ∀ ( s) B =

B
T ∀ T

( - s) [ P ( A 0 - A ) +

( A T
0 - A

T) P + Q] ∀ ( s) B ( 12)

然后对上式两边同乘以 R
- 1并加上 I 阵,再做简单

的矩阵代数运算,即可得到式( 11)。(证毕)

式( 10) 称为不确定线性系统( 1) 鲁棒 LQ 最优

控制问题的鲁棒回差方程,它建立了鲁棒 Riccat i方

程和频域传递函数(阵) 之间的关系。记 G R( s) =

R
1/ 2
K ∀ ( s) BR

- 1/ 2
, 如果

PA + A
T
P - PBR

- 1
B

T
P < 0 ( 13)

利用鲁棒回差方程( 10) ,此时有#i[ I + G R( s) ] ≥ 1,

即#i [ I + GR ( s) ] - 1≤ 1。若能保证不确定系统( 1) 对
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应的灵敏度函数奇异值小于 1,则不确定系统( 1) 类

似规范L Q调节器的性能可得到保证 [ 7] , 即具有无

穷增益裕度和60°相位裕度。另一方面, 当取 u( t ) =

K x ( t) = - R
- 1
B

T
Px ( t) 时,则式( 13) 等价于( A K +

�A ) T
P + P ( A K + �A ) + K

T
RK < 0。由定义1知,

对应的不确定闭环系统( 7) 是鲁棒二次最优的, 因

此,由定理 1可得以下推论:

推论1　假设存在正定对称矩阵P > 0,使系统

( 1) 对所容许的任意不确定性�A 都满足式( 13) ,则

不确定系统( 1) 在状态反馈 u( t ) = - R
- 1
B

T
Px ( t)

下的闭环系统( 7) 是鲁棒二次最优的。

4　基本定理

4. 1　充分必要条件

　　为证明鲁棒二次最优的充分必要条件, 首先介

绍两个基本引理:

引理 1
[ 8]
　 对任意给定的适当维数向量 x ∈

R
n
,有

m ax { [ x T
PDFEx ] 2: F T( t ) F( t ) ≤ I } =

x
T
PDD

T
Pxx

T
E

T
Ex ( 14)

　　引理 2
[ 1]
　假设X , Y , Z为给定的 n阶方阵,且

X ≥ 0, Y < 0, Z ≥0。若对任意非零向量 ∃∈R
n
,有

( ∃T
Y∃)

2
> 4∃T

X∃∃T
Z∃ ( 15)

则存在标量 %> 0,使得

%2
X + %Y + Z < 0 ( 16)

　　定理 2　对于给定的不确定线性系统( 1) , 存在

线性状态反馈控制器( 6) , 使得不确定闭环系统( 7)

鲁棒二次最优的充分必要条件是存在适当正数 &>

0, 使得 Riccat i不等式

A
T
0P + PA 0 - PBR

- 1
B

T
P +

&PDD T
P + ( 1/ &) ET

E < 0 ( 17)

具有正定解 P > 0。如果上式有解 P > 0,则使不确

定闭环系统( 7) 鲁棒二次最优的控制器为

K = - R
- 1
B

T
P ( 18)

　　证明　1) 充分性:若式( 17) 有正定解 P > 0,

注意到对任意正数 &> 0,有

�A T
P + P�A = [ DF( t ) E]

T
P + PDF( t ) E ≤

&PDD T
P + ( 1/ &) ET

E ( 19)

从而

( A K + �A )
T
P + P ( A K + �A ) + K

T
RK ≤

A
T
KP + PA K + &PDD T

P +

( 1/ &) ET
E + K

T
RK ( 20)

将式( 18) 代入上式,由定理条件, 再根据定义 1即可

证得充分性。

2) 必要性:假设 P > 0满足式( 8) ,由定义 1可

得

A
T
KP + PA K + K

T
RK < - �A T

P - P�A =

- [ DFE ] T
P - PDFE ( 21)

令Z = A
T
KP + PA K + K

T
RK ,由式( 21) 知, 对任意

非零向量 x ( t ) ∈ R
n和任意F ( t ) , 有 x

T
Zx <

- 2x
T
PDFEx ,从而

x
T
z x <

- 2max { x T
PDFEx : FT ( t ) F( t ) ≤ I } ≤ 0 ( 22)

因此

( x T
Zx ) 2 >

4m ax{ [ x T
PDFEx ] 2 : FT( t) F ( t) ≤ I } =

4x T
PDD

T
Pxx

T
E

T
Ex ( 23)

以上等式的成立来自引理 1。再利用引理2可知存在

标量 &> 0,使得

&2
PDD

T
P + &Z + E

T
E < 0 ( 24)

将 A K 代入上式,经整理可得

　A
T
0P + PA 0 - PBR

- 1
B

T
P +

　&PDD T
P + ( 1/ &) E T

E <

　 - [ K + R
- 1
B

T
P ] T

R ( K + R
- 1
B

T
P) ≤ 0 ( 25)

必要性得证。

4. 2　性能分析

本节讨论由定理 2构造的鲁棒二次最优闭环系

统的性质。

性质 1　对应系统( 1) 的鲁棒二次最优闭环系

统( 7) 是 !指数渐近稳定的。
　　证明　取Lyapunov函数V ( x ( t) ) = x

T ( t) Px ( t ) ,

对时间的导数为

V
�( x ( t ) ) = x

T [ ( A 0 + �A ) T
P + P ( A 0 +

　　　　　�A ) ] x + u
T
B

T
Px + x

T
PBu ( 26)

代入 u = K x = - R
- 1
B

T
Px ,得

V
�( x ( t) ) = x

T [ [ A K + �A ] T
P +

P ( A K + �A ) ] x ( 27)

由定义 1知

V
�( x ( t ) ) < - x

T
K

T
RK x ≤

- %min ( K
T
RK )‖x‖

2
= - !‖x‖2

( 28)

因此,对应系统( 1) 的闭环系统( 7) 是 !指数渐近稳
定的。

性质 2　鲁棒二次最优闭环系统具有( 1/ 2,∞)

的增益裕量和 60°的相位裕量。

该性质已在第 3节证明。

性质 3　鲁棒二次最优闭环系统是 LQ 意义下
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最优的。

为证明性质 3, 首先给出一个引理。

引理3　存在正定矩阵P > 0,使得式( 17) 成立

的一个充分条件是存在正定矩阵 Q > 0, 使得以下

Riccat i方程具有正定解 P
~

> 0。

A
T
0P
~ + P

~
A 0 - P

~
BR

- 1
B

T
P
~ +

&P~DD T
P
~ + ( 1/ &) ET

E + Q = 0 ( 29)

　　该引理的证明是显然的。下面给出性质 3 的证

明。

　　证明　如果P
~ > 0是式( 29) 的一个正定解,则

可选择如下的性能泛函加权阵

Q
~ = Q + &P~DD T

P
~ + ( 1/ &) ET

E ( 30)

由式( 29) 知, 鲁棒二次最优控制系统设计问题可转

变为使如下性能泛函极小的规范 LQ 设计问题。

J
~ =∫

∞

0
( x T( t ) Q~x ( t) + u

T( t ) Ru( t) ) dt ( 31)

因此,存在最优控制u( t ) = K
~
x ( t) = - R

- 1
B

T
P
~
x ( t ) ,

使闭环系统 x
�( t) = ( A 0 + BK

~
) x ( t) 渐近稳定, 且具

有( 1/ 2, ∞) 增益裕量和 60°相位裕量。对应的性能

指标最优值为min( J~) = x
T
0P
~
x 0, 其中P

~ = P
~T > 0满

足 Riccat i方程

A
T
0 P

~ + P
~
A 0 - P

~
BR

- 1
B

T
P
~ + Q

~ = 0 ( 32)

由此可知性质 3成立。(证毕)

5　实例分析

　　现将鲁棒二次最优控制方法应用于造纸机网

前箱的控制系统设计, 以此说明该方法的有效性。网

前箱的参数不确定数学模型可用状态方程表示为[ 9]

H
�

p
�

T
�

=

- 0. 021 + k1 0 0

0 - 6. 67 + 4k2 0

0 0 - 0. 94 + 2k3

×

H

P

T

+

- 0. 83 - 0. 42 - 0. 22

- 6. 53 - 3. 86 7. 33

2. 47 - 0. 63 0. 09

u c

uH

ua

其中, H、P 和 T 分别为网前箱液位、上部压力和出

口纸浆温度; uc, uH 和 ua分别为冷水调节阀、热水调

节阀和空气调节阀的操作电流; 不确定参数满足

�ki �≤1, i = 1, 2, 3。将不确定�A 表示成式( 2) 的形

式 , 其中D = d ia g ( 1　4　2 ) , E = I 3 , F ( t ) =

diag ( k1　k2　k3)。取性能泛函( 3) 中加权矩阵 Q =

I 3 , R = I 3。对标称系统( �A = 0) 按规范 LQ 调节器

设计,可得二次最优反馈控制律

K o =

- 0. 599 0 - 0. 304 6 0. 557 4

- 0. 622 8 - 0. 203 5 - 0. 311 5

- 0. 440 9 0. 395 3 0. 066 6

此时, 当存在不确定性 F ( t) = I 3 时, 闭环系统将不

稳定,其特征值为0. 509 4, - 8. 591 1和- 0. 655 9。

采用鲁棒二次最优控制,用 M AT LA B的 LMI 工具

箱计算,可得到对应的控制器为

K r =

- 3. 246 3 - 1. 377 5 1. 774 5

- 6. 869 9 - 0. 927 6 - 2. 508 8

- 4. 842 0 1. 997 0 - 0. 133 9

设初始状态

H 0

P0

T 0

=

1

1

1

此时闭环系统的状态响应如图 1所示。由图可见, 闭

环系统的响应性能较好。由此看出,应用鲁棒二次最

优控制不仅可保证不确定闭环系统的鲁棒稳定性,

而且可保证闭环系统的鲁棒性能。实际上此时系统

是 LQ 意义下鲁棒最优的, 对应的闭环系统二次性

能泛函为 J
~ = 21. 843。

图 1　闭环系统状态响应

( a )　H 的状态响应　　　( b)　P 的状态响应

( c)　T 的状态响应
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6　结　　语

　　本文给出的不确定线性系统鲁棒二次最优控制

系统分析和综合方法, 较好地解决了不确定系统同

时鲁棒稳定和鲁棒性能问题。采用时域和频域结合

的方法,使理论分析的严谨性和工程应用的便利性

得到有机的统一。在鲁棒稳定性分析中考虑其稳定

裕度,使所得的结果更具有实际应用的可能性。给出

的应用实例很好地证实了这一点。
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5　结　　语

　　本文基于生物 DNA 机理, 提出一种基于 DNA

编码方法进行问题求解的 DNA 遗传算法,给出了

DNA 遗传算法的结构,讨论了遗传操作算子,并将

其用于 T S模糊控制系统的优化设计。

DNA 遗传算法是常规遗传算法的发展,它除包

含常规遗传算法所固有的优点外,还有以下特点:

1) DNA 编码方法具有知识表达方式的灵活

性、编码的丰富和重叠性、染色体长度的可变性,它

较二进制编码更适合于复杂知识的表达, 且码长大

为缩短;

　　2) DN A 遗传算法中可引入基因级操作,从而

极大地丰富了进化手段;

3) DNA 遗传算法由于其生物机理上固有的并

行性,使其收敛速率大大提高。

DNA 计算与软计算集成是当前智能控制中一

个新的研究方向。DNA 遗传算法在许多实际问题中

将得到越来越多的应用,故应进一步发展其它基于

DNA 机理的智能学习方法。
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