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不匹配不确定性系统的近似
变结构输出跟踪控制
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(浙江大学 工业控制技术国家重点实验室,先进控制研究所, 浙江 杭州 310027)

摘　要: 针对一类具有不匹配不确定性的非线性系统,提出一种结合变结构控制方法及自适应控制方

法输出跟踪控制器。首先提出一种保证不确定性系统跟踪误差指数稳定的近似变结构控制器; 进而得到

一种具有不确定性范数上界估计能力的自适应近似变结构控制器,并证明了所提出的自适应近似变结

构控制器使跟踪误差在时间趋于无穷时收敛于零。
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Output Tracking for Nonlinear Systems with Mismatched

Uncertainties Based on Approximate Variable Structure Control
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Abstract: Fo r a class o f tr iangular ly nonlinear system s w ith mismatched uncer taint ies, the output

t racking cont ro ller is derived based on adaptiv e cont ro l method and Var iable Structur e Contr ol ( VSC)

appro ach. F irst , the approx imate VSC cont ro llers ar e presented, which can guar antee exponential sta-

bility of t he t racking er ro r fo r the uncer tain nonlinear systems. Fur thermore, the adaptiv e approx imate

VSC contro ller s ar e developed w ith the adaptiv e estimation fo r the par ameter s of norm-bound uncer-

tainties. It is show n that , under the pr oposed adaptiv e appro ximate VSC contr oller s, the t racking er ro r

o f the obtained clo sed-lo op system converg es to zero or bound as time approaches infinity .

Key words: appro x imate var iable str uct ur e contro l; adaptiv e contro l; m ismatched uncer tainties; output

t racking

1　引　　言

　　具有不匹配不确定性非线性系统的鲁棒跟踪控

制问题一直受到众多学者的关注,特别是对具有可

转化成上三角形式的非线性系统,已取得一些较好

的研究成果[ 1～3]。应用 Backstepping 设计的思想[ 4] ,

结合自适应控制方法和鲁棒控制方法进行设计, 所

得到的控制器可保证跟踪误差的指数稳定和一致终

　收稿日期: 1999-11-15; 修回日期: 2000-04-13

　基金项目: 国家自然科学基金项目( 69934030) ;浙江省自然科学基金项目( ZD9905)

　作者简介: 胡剑波( 1965—) ,男, 浙江慈溪人,副教授, 博士后,从事变结构控制、工业控制等研究; 褚健( 1963—) ,男, 浙江海

盐人,教授, 博士生导师,“长江”计划特聘教授, 从事鲁棒控制、时滞系统控制等研究。



结有界,或当时间趋于无穷时收敛于零。

　　事实上, 在 Backstepping 设计过程中, 最关键

的问题是构造合适的虚拟控制器, 消除不确定性的

影响[ 4]。变结构控制方法是消除匹配不确定性影响

的有效手段[ 5]。一般变结构控制律的不连续性和不

可导性是由控制律中的符号函数引起的, 若能将符

号函数近似为连续且可导的函数, 得到合适的近似

变结构控制律,则可用变结构控制方法解决这类控

制问题。在 Backstepping 设计过程中,所涉及的不

确定性一般均具有十分复杂的形式,不确定性的范

数上界参数不易得到, 为此需要在线估计这些参数。

针对变结构控制律的不连续性、不可导性以及

需要预先已知不确定性范数上界的问题,文献[ 6]通

过对符号函数的有效近似,得到一种连续可导的近

似变结构控制律; 文献[ 7]提出了具有范数上界参数

估计能力的自适应近似变结构控制律。这些控制律

可以保证闭环系统的一致终结有界或指数稳定。

本文结合已有的研究成果, 对于已转化为上三

角形式的非线性系统, 采用 Backstepping 设计思

想,结合变结构控制方法和自适应控制方法,设计不

匹配不确定性系统的鲁棒跟踪控制器。

2　问题描述

　　考虑如下具有不匹配不确定性的非线性系统

x
�
i = x i+ 1 + � i( x 1 , x 2 ,⋯, x i )

x
�
n = a( x ) + [ b( x ) + �b( x ) ] u +

　　� n( x 1, x 2 ,⋯, x n)

y = x 1,　1≤ i≤ n - 1

( 1)

其中, x = ( x 1 , x 2, ⋯, x n ) T∈ M∈R
n为状态变量, y

∈ R
1
为系统的输出, u ∈ R

1
为系统的控制输入,

a( x ) 和 b( x ) 为已知的非线性函数,系统( 1) 所含的

不确定性函数为� i = � i( x 1, x 2 ,⋯, x i) ( i = 1, 2,⋯,

n) , �b( x ) 为未知的不确定标量函数,且对于任意的

x ∈ M , 恒有 b( x ) + �b( x ) ≠ 0。

　　假设 1　 存在正常数 �0 < 1,使得

��b( x ) � ≤ �0�b( x ) �
　　假设2　存在光滑函数 i=  i ( x 1 , x 2, ⋯, x i )及

常数 !i ,使得
�∀i � ≤ !i i, 　i = 1, 2,⋯, n

其中 ∀i 定义为

　　　∀1 = ∀1 ( x 1, t ) = �1

　　　∀i = ∀i( x 1 , x 2 ,⋯, x i, t ) =

　　　�i - ∑
i- 1

j = 1

�#i- 1 ( x 1 ,⋯, x i- 1 , t )
�x j

x�j -

　　　
�#i- 1( x 1 ,⋯, x i- 1, t )

�t , 　2≤ i≤ n

式中#1 = #1( x 1 , t) ,⋯, #i = #i ( x 1 ,⋯, x i, t) ,⋯, #n =

#n ( x 1 ,⋯, x n , t) 是所要设计的虚拟控制器。

3　近似变结构输出跟踪控制器

　　令 y d, y�d ,⋯, y ( n)
d 为系统( 1) 的期望输出及其一

阶直到n 阶导数,且设它们均为有界连续可导函数。

引入跟踪误差向量

e
T

= [ e1 ,⋯, e n]
T

= [ x 1 - y d, ⋯, x n - y
( n- 1)
d ]

T

根据系统( 1) 及假设 1和假设 2,可以得到跟踪误差

状态方程

e
�
i = e i+ 1 + �i ( x 1, x 2,⋯, x i)

e
�
n = a( x ) + [ b( x ) + �b( x ) ] u +

　　� n( x 1, x 2 ,⋯, x n) - y
( n)
d

y = x 1 ,　1≤ i≤ n - 1

( 2)

设#1,⋯, #n- 1分别为 e2 ,⋯, en的期望值,即待设计的

虚拟控制器。令

e
~

1 = e1 ,　e
~
i = ei - #i- 1 ,　i = 2, 3, ⋯, n ( 3)

由系统( 2) , ( 3) 及假设 2可得

　e
~ 

1 = e
~

2 + ∀1 + #1 ( 4a)

　e
~
 

i = e
~
i+ 1 + ∀i + #i,　i = 2, 3,⋯, n - 1 ( 4b)

　e
~ 
n = ∀n - y

( n)
d + a( x ) + [ b( x ) + �b( x ) ] u ( 4c)

　　控制器的设计步骤如下:

步骤 1　根据式( 4a) ,选择切换函数 s1 = e
~

1, 当

选择 Lyapunov 函数V 1 = e
~2

1 / 2时, 采用连续可导近

似控制律

#1 = -
1
2 ke

~
1 - ∃1

∃1 = !1 1
1 - exp( - %1 ( t) !1 1e

~
1 )

1 + exp( - %1 ( t) !1 1e
~

1 )

%1 ( t) > 0

( 5)

其中, %1( t ) 是连续可导函数,且满足 lim
t→+ ∞

1
%1 ( t)

= 0。

在虚拟控制律( 5) 的作用下, V 1沿系统( 4a) ～ ( 4c)

的时间导数为

V
 

1 ≤-
1
2 k e

~2
1 + e

~
1e
~+

2%1 ( t) !1 1�e~1�
1 + exp(%1( t ) !1 1�e~1� )

考虑到对所有的 q ≥ 0, %1( t ) ≥ 0,不等式

2q
1 + exp(%1 ( t) q )

<
1

%1 ( t)

恒成立,则有

V
 

1≤-
1
2
ke
~2

1 + e
~

1e
~

2 +
1

%1( t )
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　　步骤 i( i = 2,⋯, n - 1)　根据式( 4b) ,选择切

换函数 s i = e
~
i ,当选择 Lyapunov 函数 V i = V i- 1 +

1
2 e

~2
i 时,采用连续可导近似控制律

#i = -
1
2
k e
~
i - ∃i - e

~
i- 1

∃i = !i i

1 - exp( - %i ( t) !i ie~i)

1 + exp( - %i ( t) !i ie
~
i)

%i( t ) > 0

( 6)

其中, %i ( t) 的选择与步骤1相同,并且在虚拟控制律

( 6) 的作用下, V i 沿系统( 4a) ～ ( 4c) 的时间导数为

V
 

i ≤- kV i + e
~
ie
~
i+ 1 + ∑

i

j = 1

1
%j ( t )

　　步骤 n　选择整个系统的 Lyapunov 函数为

V n = V n- 1 + e
~2
n / 2 ( 7)

选择近似控制律为

u = ueq - ∃n

ueq = b
- 1 ( x ) -

1
2
ke
~
n + y

( n)
d - a( x )

∃n =
(�0�ueq��b( x ) � + !n n )

b( x ) - �0b( x )
×

1 - exp( - %n ( t) (�0�ueq��b( x ) � + !n n) e~n)
1 + exp( - %n ( t) (�0�ueq��b( x ) � + !n n) e~n)

( 8)

可以推得上述Lyapunov函数沿系统( 4a) ～ ( 4c) 的

时间导数为

V
 

n ≤- kV n + ∑
n

j= 1

1
%j ( t )

于是闭环系统( 4) 和( 8) 的状态 e
~将指数收敛于零,

从而 �y - y d�收敛于零。因为 x 1 = y = e + y d = e
~

+ y d , 所以 x 1有界。依次类推, 系统( 1) 的状态均有

界。

根据上述讨论,则有以下定理:

定理 1　对于闭环系统( 1) ～ ( 6) 和( 8) , 在假

设 1和假设 2成立的条件下,可实现系统( 1) 的输出

y 指数地收敛于期望输出 y d ,同时系统( 1) 的状态有

界。

4　自适应近似变结构输出跟踪鲁棒

控制器

　　由于不确定性的形式较为复杂, 不易预先知道

假设 1和假设 2中的参数 �0 , !1,⋯, !n, 因此需要在

线估计。下面根据文献[ 7] 中具有不确定性范数上

界参数估计能力的自适应近似变结构控制方法, 对

自适应近似变结构输出跟踪鲁棒控制器进行设计。

假设3　存在光滑函数 i =  i( x 1 , x 2, ⋯, x i ) 及

未知常数 !i,使得

�∀~i� ≤ !i i ,　i = 1, 2, ⋯, n

其中 ∀~i 定义为

∀~1 = ∀~1 ( x 1, t ) = �1

∀~i = ∀~i( x 1 , x 2 ,⋯, x i, t ) =

�i - ∑
i- 1

j = 1

�#~i- 1 ( x 1, ⋯, x i- 1 , t)
�x i

x
�
j +

�#~i- 1

�!!i !
! 
j -

�#i- 1 ( x 1, ⋯, x i- 1 , t)
�t ,　2≤ i ≤ n

式中, #~1 = #~1 ( x 1, t ) ,⋯, #~i = #~i( x 1 ,⋯, x i, t ) ,⋯, #~n

= #~n( x 1 ,⋯, x n, t ) 以及 !!1 ,⋯, !!n,是后面所要设计的
虚拟控制器及参数!1 ,⋯, !n的估计, #~1, ⋯, #~n- 1分别

为 e2, ⋯, en的期望值。令

e
~

1 = e1 ,　e
~
i = ei - #~i- 1 ,　i = 2, 3, ⋯, n ( 9)

由系统( 2) , ( 3) 及假设 3可得

　e
~
 

1 = e
~

2 + ∀~1 + #!1 ( 10a)

　e
~ 
i = e

~
i+ 1 + ∀~i + #!i,　i = 2, 3,⋯, n - 1 ( 10b)

　e
~
 

n = ∀~n - y
( n)
d + a

!( x ) +

　　　[ b( x ) + �b( x ) u] ( 10c)

　　控制器的设计步骤如下:

步骤 1　 根据式( 10a) , 选择切换函数 s1 = e
~

1 ,

当选择 Lyapunov 函数 V 1 =
1
2
e
~2

1 +
1

2&1
( !!1 - !1 ) 2

时,可设计出虚拟控制律的连续可导近似为

#~1 = -
1
2
ke
~

1 - ∃~1

∃~1 = !!1 1
1 - exp( - %1 ( t) !!1 1e

~
1 )

1 + exp( - %1 ( t) !!1 1e
~

1 )

%1 ( t) > 0

!!
 

= &1 1�e~1�

( 11)

其中, %1( t ) 与步骤 1中所选择的 %1 ( t) 相同。在虚拟

控制律( 11) 的作用下, V 1沿系统( 10) 的时间导数为

V
 

1≤-
1
2
ke
~2

1 + e
~

1e
~+

2%1( t ) !!1 1�e~1�
1 + exp( %1( t ) !!1 1�e~1� ) ≤

　 　 -
1
2
ke
~2

1 + e
~

1e
~+

1
%1 ( t)

　　步骤 i( i = 2, ⋯, n - 1)　根据式( 10b) ,选择

切换函数s i = e
~
i ,当选择Lyapunov函数V i = V i- 1 +

1
2
e
~2
i +

1
2&i

( !!i - !i) 2时,可设计出虚拟控制律的连续

可导近似为
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#i = -
1
2
ke
~
i - ∃i - e

~
i- 1 ,　!!

 

= &i i�e~i�

∃i = !!i i
1 - exp( - %i( t ) !!i ie

~
i )

1 + exp( - %i( t ) !!i ie
~
i )

　　　　　%i( t ) > 0

( 12)

其中, %i ( t) 的选择与步骤1相同。在虚拟控制律( 12)

的作用下,容易导出 V i 沿系统( 10) 的时间导数为

V
�
i ≤- kV i + e

~
ie
~
i+ 1 + ∑

i

j = 1

1
%j ( t )

　　步骤 n　选择整个系统的 Lyapunov 函数为

V n = V n- 1 + 1
2
e
~2
n +

1
2rn

( 1 - �0 ) ( !!′n - !′n) 2 +

1
2rn

( 1 - �0) ( !!″n - !″n) 2 ( 13)

其中 　!′n =
�0

( 1 - �0 )
　!″n =

!n
( 1 - �0 )

于是可得到自适应变结构控制律的近似控制律为

u = ueq - ∃n,　ueq = b- 1 ( x ) -
1
2

ke~n + y (n)
d - a( x )

∃n =
( !!′n -

1
2
k e~n + y (n)

d - a( x ) + !!″n n)

b( x )
×

1 - exp( - %n( t) ( !!′n -
1
2
ke
!
n + y ( n)

d - a( x ) + !″n n) e~n)

1 + exp( - %n( t ) ( !
!
′n -

1
2
ke~n + y ( n)

d - a( x ) + !!″n n ) e~n

!!
 
′n = &n -

1
2
ke~n + y ( n)

d - a( x ) �e~n� , 　!!
 
″
n = &n n�e~n�

( 14)

此时Lyapunov函数( 13) 沿闭环系统( 10) 和( 14) 的

时间导数满足

V
�
n≤- k∑

n

j = 1
e
~2
j + ∑

n

j = 1

1
%j ( t)

　　根据Barbalat引理
[ 11]

,因为 lim
t→+ ∞
∑

n

j = 1

1
%j ( t)

= 0,

所以当 t→+ ∞时,闭环系统( 10) 和( 14) 的状态 e
~

收敛于零,从而 �y - y d�收敛于零。因为 x 1 = y = e

+ y d = e
~+ y d ,所以 x 1有界。依次类推,系统( 1) 的

状态均有界。

定理2　对于闭环系统( 1) , ( 2) , ( 9) ～ ( 12) 和

( 14) ,假设 1和假设 3成立,当 t→+ ∞时,系统( 1)

的输出y收敛于期望输出y d ,且系统( 1)的状态有界。

5　结　　语

　　本文采用 Backstepping 设计思想,结合变结构

控制方法及自适应控制方法, 得到一种鲁棒输出跟

踪控制器。主要结果可归纳为:

1) 利用一般变结构控制律的连续可导近似[ 6] ,

可将变结构控制器设计方法用于基于 Backstepping

设计思想的虚拟控制器设计及系统实际控制器的设

计;

2) 参数 %i( t )反映了这种连续可导近似的合理

性,给出了一类变结构控制律的连续可导近似方法;

3) 文中提出的近似变结构控制律,克服了一般

变结构控制器的抖动现象 [ 6, 7] , 可用于许多类似系统

的控制器设计,并可用于实际控制系统的设计[ 12] ,

具有较大的理论意义和广阔的应用前景。
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