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摘　要: 利用图论方法在双子结构中研究扩展时间事件图的某些问题, 获得了能达性的一个充分必要

条件和基于能达性的标准结构。在此基础上,把监控理论中的能控序列的分量分为本质不同的 3 类, 进

而得到能控序列的简化求解方法。
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Abstract: Some problems on ETEG are studied by using gr aph methods in t he dioid fram ewo rk. A nec-

essary and sufficient condit ion for reachability o f ETEG and ET EG′s r eachability standard str ucture are

obtained. Com ponents o f the contr o llable sequences in the superv isor y cont ro l are classified into thr ee

classes.
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1　引　　言

　　一类事件图的动态行为能用极大代数方法线性

地描述出来
[ 1～4]
。文献[ 1]用图论方法研究了时间事

件图( T EG)的能达性和标准结构; [ 2]用双子模型

系统研究了 T EG的监控理论; [ 5]进一步研究了强

能控性和能控序列, 从而使能控序列及能控序列集

在 T EG 的监控理论中发挥重要作用; [ 6]把上述理

论拓展到更广的扩展时间事件图( ETEG)上, 研究

的是变迁延时型的 ET EG; [ 7]则把上述结果推广到

位置延时型的 ET EG上,从理论上对[ 6]的某个环

节做了严密化处理。

本文针对文献[ 7]中更广的位置延时型 ETEG

的双子模型,运用图论方法得到了能达性的充要条

件和基于能达性的标准结构。在此基础上,把监控理

论中能控序列的分量分为本质不同的 3类,进而得

到能控序列的简化求解方法。

2　ETEG的双子模型

　　ET EG是一个 6元集,记为

ETEG = ( P , T , R1 , W , Tempo, M 0)
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其中, P是位置集; T 是跃迁集; R 1 = RPT∪R TP, R PT

= {〈p , t〉� p ∈P , t∈T } � P ×T , RT P = {〈t, p〉� t
∈ T , p ∈ P} � T × P , P ∩T = � ; W 是R 1中元

素重复次数集; T em po 是一个延时函数; M 0是初始

标志集。用“→”表示位置的输入、输出, 延时在 P

上。

　 　下面引入文献 [ 6, 7 ]中的一个定义。令w =

- ∞, w = + ∞, R- = R ∪�∪w ,其中R是实数集。

设 N 是正整数集。

定义1
[ 6, 7]
　如果〈s〉= 〈s0 , s1,⋯, sk,⋯〉, k∈

N ∪ { 0} , sk ≤ sk+ 1, sk ∈ R
- ,则〈s〉称为时间序列。

设〈s〉的全体为 S , 位置序列〈p〉i = 〈sp 0 ,⋯,

sp k, ⋯〉i ∈ S 表示位置 p i的时间序列,其中 sp k 表示

第 k 个标志到达的时刻; 变迁序列〈t〉i = 〈st0 , st1,

⋯, st k,⋯〉i ∈ S 表示变迁 ti 的时间序列,其中 stk 表

示第 k 次开始激发的时刻。

定义S 上的函数如下[ 6] :

1) [ z - k ]是右移函数,如果[ z - k] �〈s〉= 〈�,⋯,

�, s0, s1 ,⋯〉, k ∈ N ∪ { 0} , 共有 k 个 �;

2) [ z
k
] 是左移函数,如果[ z

k
] �〈s〉= 〈sk- 1, sk,

⋯〉, k ∈ N ∪ { 0} ;

3) [ ! k] 是复制函数, 如果[ ! k] �〈s〉= 〈s0,

⋯, s0 , s1⋯s1 ,⋯〉, k ∈ N ,每个复制 k 个;

4) [ r ] 是加函数,如果[ r ] �〈s〉= 〈s0 + r , s1 +

r ,⋯〉, r ∈ R
- ;

5) [ � k] 是抽样函数, 如果[ �k ] �〈s〉= 〈sk- 1,

s2k- 1,⋯〉, k ∈ N , 每 k 个抽取最后一个并组成一个

新序列。

令　　　F1 = { [ r ] �r ∈ R
-}

　　　F2 = { [ z k] �k ∈ N ∪ { 0} }

　　　F3 = { [ z
- k

] �k ∈ N ∪ { 0} }

　　　F4 = { [ ! k] �k ∈ N }

　　　F5 = { [ �k
] �k ∈ N }

记 F
- = F 1∪ F2∪ F3∪ F 4∪ F5

F = {∑∀ f
-
i � f-i = f 1 # f 2 # ⋯ # f j ,

　　f i ∈ F- ,　i, j ∈ N }

即 f i 是 F
- 中的一个算子, f-i 是由 F

- 中的算子通过

“# ”运算构成的算子。
文献[ 7] 证明了F 是一个双子,其中  〈s〉,〈t〉

∈ S ,〈s〉∀ 〈t〉: = 〈s0 ∀ t0 , s1 ∀ t1 ,⋯〉; f 1, f 2∈

F, ( f 1 # f 2)〈s〉: = f 1( f 2 �〈s〉) , ( f 1 ∀ f 2) �〈s〉: =

f 1 �〈s〉∀ f 2 �〈s〉。

文献[ 7] 建立了 ETEG 上的双子模型

x = A x ∀ v ∀ o
-

其中 A 中元素为

[ � r
j i] # [ d j i] # [ z - m

j i] # [ ! u
j i] ( 1)

此外, [ 7] 中还给出了具有控制序列 u的双子模型

x = Ax ∀ v ∀ u = A x ∀ I cy ∀ v ( 2)

其中

( I c) ij =
[ 0] ,　i = j , t i ∈ T c

[ �] ,　其　它

[ 0] 和[ �] 分别是〈F, # 〉中的零元和单位元, T c �
T 是控制跃迁集, ti ∈ T c是控制跃迁。

3　能达性与标准结构

　　文献[ 1] 论述了图论方法在 TEG 中的应用, 本

文进一步把图论方法用于 ET EG中。首先给出如下

定义:

定义2　对式( 1) 中的任意一个A ∈F
n×n ,都存

在一个赋权有向图G( A ) 与之对应, A 的n个行位置

(或列位置) 在 G( A ) 中有 n个点与之对应。当阵 A

的第 i行第 j 列元素( A ) ij ≠ [ �] 时,从点 j 到点 i存

在一条弧 j i, 其权为( A ) ij ;当( A ) ij = [ �] 时, 从点 j

到点 i不存在弧。图 G ( A ) 称为阵 A 的关联图。

与T EG不同,这里弧的权为算子, 本身无法比

较轻重, ( A k) ij 只能对从 j 到 i长为 k 的所有路的权

求和(  ∀ ) ,而不是最重路。从 i 0到 ik 的路 i 0i1⋯i k 的

权 W ( i0 i1⋯ik ) 定义为弧的权的复合算子,即

W ( i 0i1⋯i k) = W ( i k- 1ik ) # W ( ik- 2i k- 1) #

⋯ # W ( i1i 2) # W ( i 0i 1)

用上述方法可计算出 A
* ,即( A * ) ij 等于从 j 到 i 的

所有路的权求和。

这种图论算法比文献[ 6] 介绍的自动机方法略

简,但所得结果一致。

尽管本文中 A 的元素无轻重之分,但根据 A 中

元素≠ [ �] 或= [ �] ,仍可揭示出G ( A ) 中点与点是

否有弧连接, 即 ETEG 的变迁之间是否有一个位置

连通。因而 ET EG 中与结构连通有关的本质特征可

用图G ( A ) 为工具加以研究。下面推广文献[ 1] 中的

某些概念。

定义3　若有向图中任意两点 i与 j ,从 i到 j 及

从 j 到 i都有路,则称为强连通的; G( A ) 可有 W 个

强连通支 G1 , G2 ,⋯, GW ,其中每个 G i 为 G( A ) 的强

连通子图。把每个G0凝成一个点 i ,若G i到G j 有路,

则认为从凝点 i到凝点 j 有一条弧 ij ,所有凝点及凝
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点之间的弧构成的简化图称为 G( A ) 的凝图, 记为

G
*

( A )。若G ( A ) 强连通,则称 A 为不可约的;否则,

称 A 为可约的。

引理 1
[ 1]　 设 A ∈ F

n×n, G( A ) 含 W 个强连通

支,则存在极大代数上的置换阵 Q (置换阵的定义同

线性代数,但单位元为[ 0] ,零元为[ �] ) ,使得A 经 Q

的坐标变换后有如下标准形

QA Q
- 1 =

A 1 ! ⋯ !

A 21 A 2 ⋯ !

   

AW 1 A W2 ⋯ A W

( 3)

其中, A 1 , A 2,⋯, A W 均不可约,它们对应于G ( A ) 的

W 个强连通支, !是每个元素均为[ �] 的阵。

称标准形( 3) 对应的 G
*

( QA Q
- 1

) 中凝点 X 1,

X 2 ,⋯, X W 的下标编号次序为标准序 ( A i 与 X i 对

应)。上述 X i 从左向右排序后,标准序等价于 X i 间

无指向左方的弧。

能达性是 Petri网中的一个重要概念。Cohen [ 8]

对 TEG 引入了能控性的概念, 它与 Petri网的能达

性相同,因而文献[ 1] 中也称它为能达性。对于本文

研究的 ET EG, 考虑带控制输入 u 的模型( 2) ,也可

引入能达性的概念。

定义4　系统( 2) 对应的ETEG中,能与某输入

分量 y ri 连通的状态分量(即中间变迁) x i 称为能达

的; 否则, 称为不能达的。当且仅当全部 n 个分量

x i( 1≤ i ≤ n) 均能达时,称系统( 2) 能达。

注 1　 系统( 2) 中的阵 I c, 实质上与 T EG 中的

阵 B 作用类似。

定义5　在系统( 2) 阵A 对应的凝图上,添加一

个 y 对应的点,记为 u;从点 u向阵 I c 所有对角线元

素为 0的行位置对应的点所在的凝点做弧, 这样的

图称为系统( 2) 的强凝图。

定理 1　1) 在系统( 2) 的强凝网中,从 u出发,

有路能达到的所有凝点对应的状态分量集合是系统

( 2) 的全部能达状态分量。

2) 系统( 2) 能达的充要条件是在( 2) 的强凝网

中,从点 u 到G
* ( A ) 的无进弧的凝点都有弧。

证明略。

下面求解基于能达性的标准结构。

定理 2　系统( 2) 的阵A 与阵 I c经置换阵Q的

坐标变换后, 具有以下标准结构

A
! =

A 11 !

A 21 A 22

,　I!c =
! !
! I 2

( 4)

其中, A 11和A 22为引理1形式的标准形, I 2的对角线

上元素包含了 I c 中所有[ 0] 元素, 其它元素均为

[ �] , A!与 I
!
c的分块相同,方阵A 22对应的状态分量为

全部能达分量。

证明略。

能达性及其标准结构是 ET EG 中的基本概念,

它有许多用处, 下节将应用它来得到能控序列的简

化求解法。

4　能控序列

　　能控序列是近几年研究 T EG的监控时提出的

一个重要概念。系统( 2) 的能控序列 y为以下方程的

解,即

A
* ( I cy ∀ v ) = y ( 5)

由双子代数方程的解法[ 2] ,式( 5) 即为

A
*
I cy ∀ A

*
v = y

因此得最小解

y = ( A
*
I c)

*
A

*
v ( 6)

　　下面应用第 3节的方法与结果,把 y 的分量分

为 3类,揭示出这 3类分量本质上不同的特点,并使

求解 y 的方法简化。

不失一般性, 可设系统( 2) 的 A , I c 已化为系统

( 4) 的标准形,并设经坐标变换后 Ic中的0元素已集

中在阵 I
!
c 对角线的右下方, 即

A
! =

A 11 ! !
A 21 A 22 A 23

A 31 A 32 A 33

I
!
c =

! ! !
! ! !
! ! I

( 7)

其中, I 为 N 阶单位阵, A
!
和 I

!
c 的分块相同, A 11 和

A 22为方阵, A 11对应于不能达分量。坐标变换对于向

量 y , v 仅是改变了各分量的排列次序, 记坐标变换

后的向量为 y
!, v!,于是式( 5) 变为

A
!*

( I!cy!∀ v
!) = y

! ( 8a)

其中, y! = [ y 1 , y 2, y 3 ] T , v! = [ v 1 , v 2 , v 3] T, 向量的分

块与阵A
!一致。由分块阵的乘法法则和 A

!*
的定义,

易知 A
!* 仍在 A

!的!块处保持为 !块, 即A
!* 有以下

形式

A
!* =

A
~

11 ! !
A
~

21 A
~

22 A
~

23

A
~

31 A
~

32 A
~

33

( 8b)
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其中A
~
ij 可根据第 3节求 A

* 的图论算法得到。于是

式( 8a) 变为

A
~

11 ! !
A
~

21 A
~

22 A
~

2 3

A
~

31 A
~

32 A
~

3 3

!
!
y 3

∀

A
!*

v 1

v 2

v 3

=

y 1

y 2

y 3

( 9)

　　由上式可知: y的 3类分量 y 1 , y 2, y 3可由以下3

种不同途径求得。首先求解 y 3, 由式( 9) 得

A
~

33y 3 ∀ [ A~ 31　A
~

32　A~ 33 ] v! = y3 ( 10)

所以最小解

y 3 = A
~ *

33[ A~ 31　A~ 32　A
~

33 ] v! ( 11)

由于受控变迁的数目 N 一般要比全部变迁的数目n

小得多,因而求解式( 11) 要比求解式( 6) 简单。

　　求得 y 3后,再应用式( 9) , 可得 y 2, 即

y2 = A
~

23y 3 ∀ [ A~ 21　A
~

22　A~ 23 ] v! ( 12)

　　至于 y 1, 由式( 9) 可知

y 1 = A
~

11v 1 ( 13)

即对应于不能达分量部分的 y 1, 与 y 2, y 3无关。y 2, y 1

的计算不必解方程,一般比求解式( 6) 简单。

综上所述,我们证明了以下定理:

定理 3　系统( 2) 的最小能控序列, 即方程( 5)

的最小解, y = [ y 1 , y 2, y 3 ]
T
的分量有不同的3类,仅

y 3需从 N 阶方程( 10) 解出,其解如式( 11) 所示; y 2

可用式( 12) 直接由 y 3算出; y 1与y 2 , y 3无关,可从式

( 13) 算出。各式中的参数阵由式( 7) , ( 8a) , ( 8b) 定

义。

y 3的分量对应于受控变迁, 不妨称为能控序列

y 的控制分量,它是式( 8a) 算子作用下真正不变的

部分, 可能分散于n个能达凝点中。y 3和 y 2的分量为

系统( 2) (或称为 y ) 的全部能达分量, y 2可随 y 3改变

而改变; y 1的分量为系统( 2) (或称为 y ) 的全部不能

达分量(不能达凝点) , 不随 y 3 (和 y 2 ) 改变而改变。

当选择 y 时, 注意到通过 Ic, 仅有 y 3能对系统产生作

用;用式( 11) 选取 y 3后,再用式( 12) , ( 13) 的 y 2, y 1

来匹配构成 y ,这个 y 即是 y 3控制下系统( 2) 的行为

序列 x。

现将式( 10) 改写为

A
~

33y 3 ∀ v
~ = y 3 ( 14)

则有如下引理:

引理 2　令 y-是式( 14) 的解, A~ 33的对角线元素

≥ 0,则 A
~

33y
- = y

-。

证明　A~ 33y
- ∀ v

!= y
-,则 A

~
33y

-≤ y
-。因为 A

~
33的

对角线元素≥ 0,从而 A
~

33y
-≥ y

-, 于是 A
~

33y
- = y

-。

定理 4　令 y
!

3是式( 14) 的最小解, y-i 是式( 14)

的解, A
~

33的对角线元素≥ 0, 则∑
n

i= 1
∀ a iy

-
i 是式( 14)

的解。其中, ai ∈ R
+∪ { 0} , R+ 是正实数解。

证明　由引理 4, 有A
~

33y
-
i = y

-
i。用 aiy

-
i 代替 y

-
i,

则 A
~

33aiy-i = aiy-i。对其求和,得到

A
~

33∑
n

i= 1
∀ a iy

-
i = ∑

n

i= 1
∀ a iy

-
i

因为a iy-i≥ y-i≥ y
~

3≥ v
~,故∑

n

i= 1
∀ aiy

-
i是式( 14) 的解。

(证毕)

用定理4可从式( 14) 的最小解或已知解得到式

( 14) 的更多解。
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