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摘　要: 讨论 Job shop 排序问题不可行解的构造情况, 给出了不可行解的一个充要条件以及 2 台机器

n 个加工工件的 Job shop 问题不可行解和可行解的计算公式, 并由此得到一种概率模型的计算方法。通

过计算发现, Job shop 排序问题的不可行解所占比例非常大。
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Abstract: Job shop sequencing problem ( JSSP ) is a w ell-known NP-hard problem. T he constr uction of

infea sible so lution to JSSP is analy zed and a necessar y and sufficient condition of infeasible so lution is

g iv en. Fo r a JSSP w ith 2 machines and n jo bs, a r ecur rence formula is propo sed fo r calculating the in-

feasilbe solut ion.

Key words: sequencing ; deadlock pair ; infeasible so lution

1　引　　言

　　Job shop 排序问题的著名的 NP 难问题,许多

学者从事该问题的研究,并已有很多有效的启发式

算法。Job shop排序问题的不可行解数目巨大, 对遗

传算法、Tabu search 算法等有一定的影响。

本文通过对 Job shop排序问题不可行解结构

的分析,给出 Job shop排序问题不可行解的一个充

要条件, 并获得求解 2台机器加工 n 个工件的 Job

shop 排序问题不可行解数目的递推公式,由此得到

这类问题概论模型的计算方法。通过计算发现, 工件

数 n不很大时,不可行解所占比例超过 90%。

2　Job shop排序问题不可行解分析

　　Job shop问题定义如下:

1) m 台机器加工 n个工件,每个工件要经过 m

台机器加工; 2) 工件加工由一系列指定顺序的工序

构成, 每个工件有其独特的加工线路; 3) 每道工序

在一台机器上进行, 并知道其加工时间; 4) 不同工

件的加工工序无优先权; 5) 每道工序不能中间中

断 , 每台机器在同一时间只能加工一个工件; 6)目
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标是最小化完工时间。

求解满足以上条件的工件加工线路即构成 Job

shop 排序问题。设 M = { 1, 2,⋯, m} 表示加工机器

集合, N = { 1, 2, ⋯, n} 表示加工工件集合, 用 O( i ,

j , k, p ) 表示工件 j 的第 k 道工序在机器 i上进行, 机

器 i的加工顺序为 p 工序( o perat ion)。i∈M , j ∈N ,

k ∈ M , p ∈ N。则可用一个有向无圈图来表示 Job

shop 问题,每个有向无圈图表示 Job shop 问题的一

个解。图1为3× 3阶 Job shop问题的一个有向无圈

图,宽箭头线表示机器的加工顺序,细箭头线表示每

个工件的加工线路。

图 1　3 × 3阶 Job shop问题有向无圈图

定义 1　设工序 O1 , O3是属于工件 j 1的机器 i 1

和机器 i2上加工的两道工序, O 2, O 4是属于工件 j 2在

机器 ii 和机器 i2上加工的两道工序。如果O 1, O2 , O3 ,

O4 构成无法实现的加工排序, 则称 O 1, O2 , O3 , O4 构

成一个死锁对( dead clo ck pair) (见图 2)。

图 2　死锁示意图

　　定理1　假定O 1( i 1, j 1 , k1 , p 1 ) , O 2( i 1 , j 2 , k2 , p 2 ) ,

O3 ( i2 , j 1, k3 , p 3 ) , O4 ( i 2, j 2, k4 , p 4 ) , ( p 1≠ p 2 , p 3≠ p 4 )

是 Job shop排序问题的 4道工序, 则它们构成死锁

对的充要条件是 k3 < k1 , k4 < k2和 p 1 < p 2, p 4 < p 3。

证明　充分性: 假设上述 4个条件同时满足, k 3

< k1和 k 4 > k2分别表示加工线路为O 3→O 1和O 2

→ O4; 而 p 1 < p 2 , p 4 < p 3说明工序 O1在 O2前面加

工, O4在 O3前面完成。由图 2知,加工线路上要求优

先的工序受加工顺序排列在后的约束而无法实现,

故以上工序构成死锁对。

必要性: 1) 假设条件 p 1 < p 2, p 4 < p 3有一个不

满足,不妨设 p 1 > p 2。这时图2中O\ - 1与O 2交换

位置,沿着O 2→O4→O3→O 1可实现以上4道工序,

从而不构成死锁对。同理, 当 p 4 > p 3时, 也不构成死

锁对。2) 若 k3 < k1和 k4 > k2有一条件不满足,不防

设 k3 > k1。这时图2中工序加工线路由O 3→O1变成

O1→ O 3,沿着 O1→ O \ - 2→O 4→O 3也可实现以

上 4道工序而不构成死锁对。同样,当 k 4 > k2时, 也

不构成死锁对。(证毕)

由上述的分析图可见, 对于构成死锁对的 4 道

工序,从任一工序出发,沿着加工线路(细箭线)和加

工顺序(宽箭线) 方向前进, 可构成回到原工序的回

路。

定义 2　 设 O1 ( i1 , j 1 , k1, p 1 ) , O3 ( j 2 , j 1 , k3 , p 3 ) ,

O2 ( i1 , j 2 , k2 , p 2 ) , O4 ( i2 , j 2, k4 , p 4 ) 分别是属于工件 j 1

和 j 2的 4道工序。若满足 k3 < k1和 k4 > k2, 则称这

4道工序构成一个逆序对( inv erse order pair )。

根据定理 1可得以下推论:

推论1　构成死锁对的4道工序必构成逆序对。

3　 2台机器加工 n个工件的 Job shop

问题的不可行解分析

　　Job shop问题的一个死锁对即构成一个不可行

解。Job shop问题有多少不可行解,可通过 2台机器

n个工件的 Job shop问题给出答案。设加工机器为机

器 1和机器 2,将n个工件分成两类:设第1道工序在

第 1台机器上进行,第 2道工序在第2台机器上进行

的工件集合为A = {a1, a2 ,⋯, a3} ;第1道工序在第2

台机器上进行,第 2道工序在第1台机器上进行的工

件集合为B = { b1 , b2,⋯, bt } , s + t = n。记 A 中工件

为常序工件, B 中工件为反序工件,则有以下结论:

结论1　同时属于A 或B 中任两工件的加工工

序不构成死锁对,即只有A中工件与B中工件的工序

才构成死锁对。

结论2　设O( 1, b, 2, p 1 ) , O ( 2, b, 1, p 2 ) ( b∈B )

为两道工序,当 p 1 = n或 p 2 = 1时,这两道工序与A

中任一工件的加工工序不构成死锁对。

结论 3　根据对称性,当 s = s0 , t = n - s0时,

Job shop排序问题的不可行解数目与 s = n - s0 , t =

s0时的数目相同。

用 Y ( n, t) 表示 n个加工工件中有 t个反序工件

(即 B 中有 t个工件) 的 Job shop排序问题的所有不

可行解(即死锁对) 数; Y ( n, t, k ) ( k ≤ t ) 表示在 n个

工件中有 t个反序工件的情况下, A 中工件的工序只

与 B 中 t个反序工件中的 k 个工件的工序构成不可

行解的数目。则有如下定理:

定理 2　当 t = 1时, 有
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Y ( n, 1) = n! ( n - 1) !∑
n

k= 2

k - 1
k

( 1)

　　证明　当 t = 1时, 设B = { b} , O( 2, b, 1, p ) 和

O( 1, b, 2, p′) ( 1≤ p , p′≤ n) 是属于 b的两道工序。

下面分别对 p 的取值进行讨论。

1) 当 p = n时,排在O( 2, b, 1, p ) 前机器2加工

的属于 A 的 n - 1 个工件, 其加工工序 O( 2, ai, 2,

p i ) ( 1≤ i , p i≤ n - 1) 的排列有( n - 1) !种。对于机

器 2的每一种排法,与O( 2, ai , 2, p i) 对应的在机器1

上加工工序O ( 1, a i, 1, p′i) ( 1≤ i≤n - 1) 的排列有

( n - 1) !种。当这 n - 1个工序排好后,只需将工序

O( 1, b, 2, p′) 排在任一工序 O( 1, ai , 1, p′i) 前, 即可

构成死锁(见图 3)。因此O ( 1, b, 2, p′) 有 n - 1种排

法,共有

( n - 1) ! ( n - 1) ! ( n - 1) = n! ( n - 1) !
n - 1

n

种死锁对。

图 3　p = n时死锁构成示意图

　　2) 当 p = n - 1时,排在 O( 2, b, 1, p ) 前机器 2

加工的属于 A 的 n - 2个工件的工序 O( 2, ai, 2,

p i ) ( 1≤ i , p i≤ n - 2) 的排法,等于从n - 1个工序

中选出 n - 2 个进行排列, 因此有 P
n- 2
n- 1种, 而排在

O( 2, b, 1, p ) 后属于 A 的一个工序排法只有一种, 因

此机器 2加工工序的排法为 P
n- 2
n- 1× 1!种。对于机器

2加工工序的每一种排法,与O ( 2, a i, 2, p i )对应的在

机器 1上加工工序 O( 1, ai, 1, p′i) ( 1≤ i≤n - 2) 的

排列有( n - 2) !种。将工序O( 1, b, 2, p′) 排在任一这

样的工序O ( 1, a i, 1, p′i ) 前即可构成死锁,故O ( 1, b,

2, p′) 的排法有 n - 2种。当上面的n - 1道工序排

好后,剩下的一道工序 O( 1, an, 1, p′n) 可排在上述 n

- 1道工序任一前后, 从而有 n种排法。因此共有

P
n- 2
n- 1( n - 2) ! ( n - 2) n = n! ( n - 1) ! n - 2

n - 1

　　3) 一般情况,即 p = k 时, 排在 O( 2, b, 1, p ) 前

机器2加工的属于A 的 k - 1道加工工序O( 2, ai, 2,

p i ) ( 1≤ i , p i ≤ k - 1) 的排列方法有P
k- 1
n- 1种,排在

O( 2, b, 1, p ) 后的n - k 道工序O ( 2, a i, a, p i) ( k + 1

≤ i , p i ≤ n) 的排列有( n - k ) !种,因此机器 2加工

工序的排列方法为 P
k- 1
n- 1( n - k) ! = ( n - 1) !种。

下面对机器 1加工工序进行排列。与 O( 2, ai , 2,

p i ) ( 1≤ i , p i ≤ k - 1) 对应的工序O( 1, ai , 1, p′i) ( 1

≤ i≤ k - 1) 的排列方法有( k - 1) !种。当这 k - 1

个工序排好后, 将 O( 1, b, 2, p′) 排在这些工序任一

前面即构成死锁对。O ( 1, b, 2, p′) 的排法有 k - 1

种,剩下的n - k 个工序O( 1, ai , 1, p′i) ( k + 1≤ i≤

n) 可依次排在 k 个已排好工序的任一前后, 故有

P
n- k
n = n( n - 1)⋯( k + 1) 种。因此得到这种情况的

不可行解为

P
k- 1
n- 1 ( n - k) ! ( k - 1) ! ( k - 1) ! P n- k

n =

n! ( n - 1) ! ( k - 1) / k

　　由结论2知,当 p = 1时, 不构成死锁对。综合以

上讨论,可得( 1) 式。(证毕)

下面讨论求解Y ( n, t) 的方法。这时 B = { b1 , b2 ,

⋯, bt } , A = {a1 , a2 ,⋯, an- t}。根据 Y ( n, t, k ) ( 1≤ k

≤ t ) 的定义,有如下引理:

引理 1　　　Y ( n, t) = ∑
t

i= 1

t

i
Y ( n, t, i ) ( 2)

证明　所有的死锁对均由 A 中工件的工序分

别与B 中 i个工件的工序构成,而从 B中选出 i个元

素的组合为
t

i
, 因此( 2) 式成立。

引理 2　　n
2
Y ( n - 1, t - 1, k) =

　　　　　　　Y ( n, t , k) + Y ( n, t, k + 1) ( 3)

证明　在 Y ( n - 1, t - 1, k ) 的条件下,即 n -

1个工件中有 t - 1个反序工件, A 中n - t个工件的

工序只与B的t - 1个反序工件中 k个工件的工序构

成死锁对。现增加一个反序工件 b0 , b0的两个加工工

序可任意排列, 这样的排列方法有n
2
Y ( n - 1, t - 1,

k) 种。当增加b0的两工序后,会出现不增加新的死锁

对和增加新的死锁对两种情况: 不增加新死锁对时

的排法为 Y ( n, t , k) , 而增加新死锁对的排法为 Y ( n,

t, k + 1) ,因此式( 3) 成立。

引理 3　　Y ( n, t ) = n
2
Y ( n - 1, t - 1) +

Y ( n, t, 1) ( 4)

　　引理 4

Y ( n, t , t) = n! ( n - t) !∑
n

p
1
= 2
⋯

∑
n

p
t
= 2, p

t
≠p

3

( p 1 - 1) ( p 2 - 2)⋯( p t - 1)

p 1p 2⋯p t
( 5)

　　证明　仅对 t = 2的情况给予证明;对 t为一般

值的情况, 证明方法类似。设 B = { b1 , b2} , O 1{ 1, b1 ,

2, p′1 ) , O2 ( 2, b1 , 1, p 1) 和 O 3( 1, b2 , 2, p′\ - 2) ,

O4 ( 2, b2, 1, p 2 ) 分别是属于 b1和 b2的4个工序。对于
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O2 , O4的任意一种位置排列, 即 p 1 , p 2 ( 2≤ p 1 , p 2 ≤

n, p 1≠ p 2 ) 的一种排列,余下的由机器2加工的n -

2 道工序的排列共有( n - 2) !种。记排在 O2前的工

序为O k( 2, j 1 , k1 , r1 ) , 1≤ r1≤ p 1 - 1; 排在 O4前的

工序为 Ot( 2, j 2 , k2 , r2 ) , 1≤ r2≤ p 2 - 1;与Ok , Ot 相

对应的同一工件在机器1上加工的工序为O′k( 1, j 1 ,

k′1, r′1 ) , O′t( 1, j 2, k′2 , r′2)。只要将 O2 排在任一 O′k

前, O4排在任一 O′t 前就可与 b1, b2的工序同时构成

死锁对。这时 Q 1的排列共有 p 1 - 1种, O3的排列共

有 p 2 - 1种, 其他在机器 1上加工的工序可任意排

列。此时,与 b1, b2工序同时构成死锁对而在机器1上

加工工序的排列数有:

当 p 2 ≥ p 1时为

1× 2 ⋯ ( p 1 - 1) ( p 1 - 1) ( p 1 + 1)⋯

( p 2 - 1) ( p 2 - 1) ( p 2 + 1)⋯n

　　当 p 1≥ p 2时为

1× 2 ⋯ ( p 2 - 1) ( p 2 - 1) ( p 2 + 1)⋯

( p 1 - 1) ( p 1 - 1) ( p 1 + 1)⋯n

上面两式可简化为 n!
( p 1 - 1) ( p 2 - 1)

p 1p 2
。于是 2 台

机 器 加 工 的 死 锁 对 数 目 共 有 ( n - 2) ! n!

( p 1 - 1) ( p 2 - 1)
p 1p 2

种。让 p 1, p 2取遍所有满足 2 ≤

p 1 , p 2 ≤n( p 1≠ p 2 ) 的值, 便可得到

Y ( n, 2, 2, ) = ∑
n

p
1
= 2
∑

n

p
2
= 2, p

2
≠p

1

n!

( n - 2) !
( p 1 - 1) ( p 2 - 1)

p 1p 2

　　定理 3

Y ( n, t) = n
2
Y ( n - 1, t - 1) +

n
2

∑
t- 1

i= 1

( - 1) i+ 1
Y ( n - 1, t - 1, i ) +

( - 1) t+ 1
Y ( n, t , t) ( 6)

　　证明　由引理 3知, Y ( n, t) = n
2
Y ( n - 1, t -

1) + Y ( n, t, 1) ,再根据引理 2得

Y ( n, t ) = n
2
Y ( n - 1, t - 1) +

n
2
Y ( n - 1, t - 1, 1) - Y ( n, t , 2)

反复应用引理 2,可得

Y ( n, t) = n
2
Y ( n - 1, t - 1) +

n
2

∑
t- 1

i= 1

( - 1) i+ 1
Y ( n - 1, t - 1, i ) +

( - 1) t+ 1
Y ( n, t , t)

　　由定理 3的证明过程可知

Y ( n, t, 1) =

n
2∑

t- 1

i= 1
( - 1) i+ 1

Y ( n - 1, t - 1, i) +

( - 1)
t+ 1

n! ( n - t) !∑
n

p
1
= 2
⋯×

∑
n

p
t
= 2, p

t
≠p

i

( p 1 - 1) ( p 2 - 2)⋯( p t - 1)

p 1p 2⋯p t

根据 Y ( n - 1, t - 1, i ) ( 1≤ i≤ t - 1) 和Y ( n, t, t )

的值, 可求出 Y ( n, t, 1)。再根据式( 3) , 由 Y ( n, t, 1)

和Y ( n - 1, t - 1, i ) ( 1≤ i≤ t - 1) 算出Y ( n, t , i) ( i

≤ i≤ t - 1)。再由式( 2) 算出 Y ( n, t) , 因此从Y ( n,

1) 和 Y ( n, 2, 2) 出发,可计算出所有的 Y ( n, t) 值。

4　结　　语

　　本文通过对 Job shop 排序问题不可行解的分

析, 得到了 Job shop 排序问题不可行解的一个充要

条件, 并给出了求解 2台机器加工 n个工件的 Job

shop 排序问题不可行解数量的递推公式。经过计算

发现, 对于Y ( n, 1) ,当n = 50时,不可行解比例达到

91%; 对于Y ( n, 2) ,当n = 20时,不可行解比例达到

95. 6% ;而对于Y ( n, 3) ,当n = 10时,不可行解比例

达到 93. 8%。这说明 Job shop排序问题不可行解所

占比例极高, 也说明了为什么在使用遗传算法这类

产生随机的解时会遇到如此多的不可行解问题。对

于多于 2台机器的情况, 不可行解的比例将更高。由

于这时出现相互交叉构成死锁, 求解不可行解的情

况非常复杂,有待于进一步研究。
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