
第 16卷 第 1期

Vol. 16 No . 1

　控　制　与　决　策

CON TR OL　AN D　DE CIS ION　

2001年 1月

　 Jan. 2001

　　文章编号: 1001-0920( 2001) 01-0037-05

基于仿真的可重入排队网络灵敏度分析

王利存
1
, 郑应平

2

( 1. 中国科学院 自动化研究所, 北京 100080; 2. 同济大学 CIM S 研究中心, 上海 200092)

摘　要: 由马尔可夫链的 Poisson 方程推导了系统平均费用型品质指标对参数的导数公式, 并给出了相

应的估计算法。对可重入排队系统建立马尔可夫模型, 通过仿真单个样本轨迹,应用给出的算法求出系

统品质对参数的灵敏度,并分析了某些优先级调度策略的鲁棒性。仿真结果证明了该算法的实用性和有

效性。
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Abstract: Based on t he Poisson equation o f Markov chain, the formula o f der iv ativ es o f sy stem perfo r-

mance w ith respect to system parameters is presented. Cor responding algo rit hm t o estimat e t he deriva-

tives is g iven. Then, Markov models o f some re-entr ant manufactur ing sy stems are established. A fter

simulating single sample paths of these models, the sensitiv ity of system per formance t o param eters o f

t hese r e-entr ant manufacturing systems is investiguted. The r obustness o f some pr io rity scheduling

po licies is analyzed. Sim ulation result s demonstr ate the pra cticality and efficiency o f the alg or ithm .
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1　引　　言

　　随着 VLSI 等高新技术产品生产线的出现,需

要研究一类特殊的排队网络——可重入 ( Re-en-

tr ant )排队网络。由于其复杂度较高,使可重入系统

的调度和性能分析都更为困难, 因而引起众多学者

的关注 [ 1～3]。本文主要研究可重入排队系统的灵敏

度问题,旨在考虑参数扰动导致系统演化对系统品

质指标的最终影响。

由于可重入排队系统的情形较复杂,难以给出

系统稳态分布概率的精确形式,不能利用排队论中

稳态品质指标公式对待选参数求导的方法,获得品

质指标对参数的灵敏度。最近, Cao 提出一种基于马

尔可夫模型的新方法,给出了马尔可夫链的稳态品

质指标对状态转移矩阵沿某方向矩阵的导数公

式[ 4] ,文献[ 5]给出了相应的灵敏度分析算法。但已

　收稿日期: 2000-03-22; 修回日期: 2000-07-19

　基金项目: 国家重点基础研究发展规划项目( G1998020302) ; 西安交通大学机械制造系统工程国家重点实验室资助课题

　作者简介: 王利存( 1969—) , 男, 山东济宁人,博士生,从事排队网络的品质分析及优化、马氏决策过程与增强型学习等研

究; 郑应平( 1941—) , 男,福建福州人, 教授,博士生导师, 从事复杂系统、CIMS 等研究。



有算法尚不能直接应用于可重入生产线这样的复杂

系统。

对具有可数状态且一步转移费用函数无界的马

尔可夫链,由其势函数对参数的连续性,本文直接从

马尔可夫链的 Po isson方程推导出系统品质指标对

参数的导数公式,进而给出基于系统返回某正常返

状态时间的灵敏度估计算法; 以平均在制工件数为

系统品质指标,对两种结构的可重入生产系统, 通过

仿真计算分别研究其品质指标对来料率和机器生产

率的灵敏度, 并进行相关比较。

2　可重入生产系统的马尔可夫模型

　　基本的开环可重入生产系统可建模如下:

系统由� 台机器组成,输入工件以Po isson流到

达机器 �( 1) ∈ { 1, 2, ⋯, � } 上的缓冲区 b1 , 到达率

为  ,完成服务后进入机器�( 2) ∈ { 1, 2, ⋯, � } 上的
缓冲区 b2,机器 �( L ) 上的缓冲区 bL 最后被访问。不

同缓冲区内的工件类型是不同的,对于第 i 类工件,

缓冲区 bi所在的机器�( i )加工工件的时间服从负指
数分布,加工率为 !i, i = 1, 2,⋯, L。对于不同的缓

冲区 bi 和 bj , i≠ j ,可能有�( i ) = �( j ) ,故称此类生
产系统为可重入的

[ 2]
。由于其复杂度较高,可重入系

统的调度和性能分析都较为困难。即使对图 1所示

的两台机器组成的系统,目前还只是给出静态的启

发式调度策略[ 2, 3] , 如最后缓冲区最先服务( LBFS)

和最先缓冲区最先服务( FBFS) ,策略的优劣只能通

过仿真分析进行比较。而由系统品质指标出发的最

优化调度结果还不多见。

图 1　可重入生产系统示例 1

对一定调度策略下的可重入生产系统, 引入以

下表示: ni ( t) 为 t时刻缓冲区 bi 中的工件数,包括正

在被服务的工件; x t: = [ n1 ( t ) , n2 ( t) ,⋯, nL ( t ) ] T 为

系统中的工件队长向量,可看成是马尔可夫过程的

状态; P 为状态转移概率矩阵, 是参数 和 !i ( i = 1,

2,⋯, L ) 的函数。一步费用函数是所有缓冲区中的

工件总数, 即 f ( x t) = ∑
L

i= 1

ni( t)。将此连续时间的马

尔可夫过程离散化为马尔可夫链{ x n, n = 0, 1, ⋯} ,

其状态空间 S = { 1, 2,⋯} ,品质指标函数为系统中

平均在制工件数

∀= lim
N→∞

1
N + 1∑

N

n= 0
Ex [ f ( x n) � x 0 = x ] ( 1)

　　如果平衡方程

#P = #,　#e = 1,　e = [ 1, 1,⋯] T

有唯一解 #= [#1,#2, ⋯] , #i为状态 i的稳态概率分

布,且使稳态品质指标

∀= E#( f ) = #f = ∑
i

#i f i < ∞

则称系统是稳定的。

Meyn通过分析可重入排队网络的 f-正则性、f-

遍历性以及流模型的 L 2稳定性的等价关系, 研究了

系统的稳定性
[ 1, 6]

, 指出缓冲区全空时的状态 0 =

[ 0, 0,⋯, 0]
T
在所有满足稳定条件的参数下都是正

常返的, 并且任一状态返回正常返状态 0的期望时

间是一致有界的。

3　马尔可夫链品质指标对系统参数

的导数公式

　　考虑正常返不可约的马尔可夫链{ x n, n = 0, 1,

⋯} , 具有可数状态空间 S = { 1, 2,⋯} , x n是系统在

时刻 n的状态。状态转移概率矩阵与参数 ∃= [∃1 ,
∃2 ,⋯, ∃K ] T ∈ R

K 相关,记为 P( ∃) , 其元素 p ij (∃) =

P ( x n = j �x n- 1 = i, ∃)。当状态为 i时,有一步费用函

数 f i (∃)。对于所研究的可重入生产系统, f i 与 ∃无
关,故本文只考虑 f i 与 ∃无关的情形。记 f = [ f 1 ,

f 2, ⋯]
T
, 系统的品质指标定义如式( 1)。令 % =

{P( ∃) �∃∈ & } , & 是所有可能满足系统稳定性约束
的参数 ∃的集合。% 的闭包为 %- , %- 中的每个元素都
是随机矩阵, 定义了具有相同状态空间的马尔可夫

链。为简便起见,以下公式中略去 ∃。
∀对参数∃的灵敏度是一个重要问题。首先考虑

系统品质指标对参数分量∃l ( l = 1, 2,⋯, K ) 的灵敏

度。假设∃l变为∃l + ∋,使得转移概率矩阵由 P变成

P ∋。P ∋仍是一个转移概率矩阵,其稳态分布为#∋, 相
应的品质指标为 ∀∋。研究如下定义的偏导数

�∀
�∃l

= lim
∋→0

∀∋ - ∀
∋ ,　l = 1, 2,⋯, K

　　下面直接由马尔可夫链的 Po isson方程给出系

统品质指标相对于参数分量∃l( l = 1, 2,⋯, K ) 的偏

导数公式。

假设 1　 对于每一个 P ∈ %- , 马尔可夫链是非
周期的, 而且至少存在一个状态 i

* , 对于每一个这
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样的马尔可夫链都是正常返的。定义首次返回状态

i
* 的时刻为

T∶ = min{n≥ 1∶x n = i
* }

　　假设 2　(常返条件)

T ( i )∶ = E i [ T ] =

E [ min{n≥ 1∶x n = i
* �x 0 = i } ] < ∞,　i∈ S

　　假设 3　(可积条件)

C( i)∶ = E i ∑
T- 1

n= 0
f x

n
=

E ∑
T- 1

n= 0
f x n�x 0 = i < ∞,　i∈ S

　　满足假设 1～假设 3的马尔可夫链是 f-正则

的
[ 1, 6]
。f-正则的马尔可夫链总有唯一不变的概率分

布 #= ( #1 ,#2 ,⋯) ,使得 ∀= #f < ∞。
假设4　状态转移概率矩阵 P∈ %- 对参数∃=

[∃1, ∃2 ,⋯, ∃K ] T ∈ R
K 的导数存在。

由文献[ 7] , 若假设1～假设3成立,则Poisson

方程

∀e + g = f + Pg ( 2)

的解g 和 ∀由下式

∀= C( i * )
T ( i * )

,　g i = C( i) - ∀T ( i) ,　i∈ S

给出。若 f 和P 在 & 内连续,则 T ( i) 和C( i) 在 & 内
连续,从而g i( i∈ S) 在 & 内连续。g = [ g1, g2,⋯]

T

称为马尔可夫链的势函数(也称相对值函数)。

再考虑 P∋ 对应的马尔可夫链所满足的Poisson

方程

∀∋e + g∋ = f + P∋g∋ ( 3)

式( 3) 减式( 2) ,且两边同时左乘以 #,得
∀∋ - ∀= #( P ∋ - P ) g∋

由状态转移矩阵对参数的可导性和势函数对参数的

连续性,易得

�∀
�∃l

= #�P�∃l
g,　l = 1, 2,⋯, K ( 4)

从而系统品质指标对参数向量 ∃= [∃1 , ∃2,⋯, ∃K ] T

∈ R
K 的梯度为

� ∃∀= �∀
�∃1 ,⋯,

�∀
�∃K

=

#�P�∃1g,⋯,#
�P
�∃K

g ( 5)

4　基于样本轨迹的灵敏度估计算法

　　对于复杂的系统,其稳态概率分布 #和势函数
g难以直接解出, 不能由式( 4) 给出品质指标对系统

参数导数的确切解, 只能首先估计#和g ,再由式( 4)

计算出品质指标对系统参数的导数。由第 3节的结

论,可给出状态 i的势函数

g i = E ∑
T

k= 0
( f xk - ∀) �x 0 = i ( 6)

　　引入以下符号: tm为第m次访问正常返状态 i
*

的时刻, m为访问状态 i
* 的次数, 序列 x t

m
, x t

m
+ 1,⋯,

x t
m+ 1
为访问 i

* 的第m个更新周期内的马尔可夫链,

记T m = tm+ 1 - tm。对于固定的∃,随机变量T m是独

立同分布的,具有有限的期望值,且 T = E[ T m]。

记Q l = �P / �∃l,其中Q l的元素q
l
ij = �P ij / �∃l , l =

1, 2, ⋯, K。则式( 4) 可写成

�∀
�∃l

= #Qlg = ∑
i

#i∑
j

p ij
q

l
ij

p ij
g j ( 7)

式( 7) 右边可看成是g j qij / p ij 相对于状态由 i转移到

j 的稳态概率 #ip ij 的期望。对于 #Q lg 的每一项

#iq
l
ij g j ,由于不能从已知马尔可夫链的样本中直接估

计出来, 需要采用仿真问题中的重要性采样技

术
[ 5, 8]

,通过仿真 #i p ij g j 而估计得到 #iq
l
ij g j。这种为

了研究一个具有某种概率分布的随机过程, 而仿真

另一个具有不同概率分布的随机过程的技术, 在随

机系统性能分析中是较为常用的。

根据式( 6) 给出的g的定义,由下式给出势函数

在时间区间( tm, tm+ 1 ] 内的估计

g
~

x
n
= ∑

t
m+ 1

k= n

( f x
k
- ∀k ) ( 8)

∀k+ 1 = ∀k + (k ( f x
k
- ∀k) ( 9)

其中, ∀k 是 ∀的估计值, (k 为正的步长序列,满足

∑
∞

k= 1
(k = ∞,　∑

∞

k= 1
(2k < ∞

　　 式( 9) 利用了随机逼近可以求期望的性质, 因

此令

F m = ∑
t
m+ 1

n= t
m

g
~

x
n

q
l
x

n- 1
x

n

p x
n- 1

x
n

,　l = 1, 2,⋯, K

对于不同的m 值,随机变量 F m是独立同分布的, 这

是因为在不同更新周期内,状态的变迁也是独立的,

类似于文献[ 8] 中对有限状态马尔可夫链的结果。

由 f-遍历性条件,有 E [ Fm] = #Qlg E[ T m]。从而可

通过累加不同周期内 F m的估计值, 并对其求平均,

得到对 �∀/ �∃l 的估计

�∀
�∃l

= lim
M→∞

∑
M

m= 1
Fm

∑
M

m= 1

T m

= lim
M→∞

∑
M

m= 1
F m

tM+ 1 - t1
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w . p. 1 ( 10)

其中w . p. 1表示“以概率 1”。下面给出计算F m的一

种简便方法, 考虑到

Fm = ∑
t
m+ 1

n= t
m
+ 1

g x
n

q
l
x

n- 1
x

n

p x
n- 1

x
n

=

∑
t
m+ 1

k= t
m
+ 1
( f x

k
- ∀k) ∑

k

n= t
m
+ 1

q
l
x

n- 1
x

n

p x
n- 1

x
n

设 z
l
k = ∑

k

n= t
m
+ 1

q
l
x

n- 1
x

n

p x
n- 1

x
n

, k = tm + 1,⋯, tm+ 1 , l = 1, 2,

⋯, k,则有

　F m = ∑
tm+ 1

k= t
m
+ 1
( f x

k
- ∀k ) z

l
k, 　l = 1, 2,⋯, K ( 11)

其中 z
l
k 可以递推地更新。利用

z
l
t
m
= 0 ( 12)

z
l
k+ 1 = z

l
k +

q
l
x

k
x

k+ 1

p x
k
x

k+ 1

k = tm,⋯, tm+ 1 - 1,　l = 1, 2,⋯, K ( 13)

　　以上导数估计算法可简述如下: 首先根据转移

概率 p ij (∃) 仿真马尔可夫链的样本轨迹, 在每一次
状态转移时刻 k ,更新品质指标估计 ∀k; 然后从 tm时

刻开始, 利用式( 12) 和式( 13) 计算 z
l
k, 直到下一次

访问 i
*
的时刻 tm+ 1,再由式( 11) 计算 Fm;最后利用

式( 10) 得到对 �∀/ �∃l 的估计。相应地,由式( 5) 可给

出系统品质指标对参数向量 ∃的梯度 � ∃∀。

5　仿真实验结果

　　对不同的可重入生产系统结构和调度策略,状

态转移概率是不同的。例如对图 1所示的系统 1,采

用 LBFS 调度策略, 选取适当的时间单位, 使  +

∑
4

i= 1
!i = 1, 则离散化后马尔可夫链的状态转移概率

分别为

p ( n1, n2, n3, n4; n1 + 1, n2, n3, n4) =  
p ( n1, n2, n3, n4; n1 - 1, n2 + 1, n3, n4) =

!1)( n1 ) [ 1 - )( n3) ]

p ( n1, n2, n3, n4; n1, n2 - 1, n3 + 1, n4) =

!2)( n2 ) [ 1 - )( n4) ]

p ( n1, n2, n3, n4; n1, n2, n3 - 1, n4 + 1) =

!3)( n3 )
p ( n1, n2, n3, n4; n1 + 1, n2, n3, n4 - 1) =

!4)( n4 )
p ( n1, n2, n3, n4; n1, n2, n3, n4) =

1 -  - ∑
4

i= 1
!ibi

其中　　　　　　)( n) =
1, 　n > 0

0, 　n = 0

[ b1 , b2, b3, b4 ] = [ )( n1) ( 1 - )( n3) ) ,

)( n2) ( 1 - )( n4 ) ) , )( n3 ) , )( n4) ]

同理,可给出系统1在 FBFS调度策略以及图2所示

的系统 2在 LBFS和 FBFS调度策略下的状态转移

概率。

图 2　可重入生产系统示例 2

状态转移概率矩阵P对参数 和!j ( j = 1, 2, 3,

4) 的连续性和可导性是明显的, 而费用函数 f 与参

数 和!j无关,因此势函数g是关于参数 和!j ( j =

1, 2, 3, 4) 连续的。Meyn 的结果表明, 图 1和图 2的

可重入生产系统满足前述假设, 使得可通过仿真系

统的单个样本轨迹, 利用式( 4) , ( 5) 及算法( 10) ～

( 13) 来研究系统稳态品质指标∀对参数  和 !j 的灵

敏度。

表 1给出了当 !1 = !2 = !3 = !4 = 3/ 13,  =
1/ 13时, 系统 1和系统2分别在LBFS和FBFS策略

下的系统品质指标估计及其对  和 !4的导数估计
值。品质指标∀对每个参数的导数都估计10次,然后

取其平均值 ; 每次进行估计的样本轨迹长度为

50 000个返回状态 0(缓冲区全空) 周期。通过对式

( 5) 分析可知, 对于同一个生产系统的相同调度策

略, 系统品质指标对不同参数的导数可由同一个样

本轨迹估计出来, 而不必针对不同的参数进行多次

仿真。

　　由 �∀/ �∃的符号可见,系统1和系统 2在LBFS

和 FBFS 调度策略下的品质指标对参数  是单调增
的,而对参数 !4是单调减的, 这与实际情形相符。进
一步分析比较 � �∀/ �∃� 可知, 对相同的系统结构,
LBFS策略的调度结果优于 FBFS 策略,且对同一参

数, LBFS策略比 FBFS策略的鲁棒性强。另外,对于

FBFS调度策略,系统1对参数 和!4的鲁棒性略强
于系统 2;而对于 LBFS 调度策略, 系统 2的鲁棒性

稍强于系统 1。因此,在初始工件到达率和机器效率

均相同的情况下, 考虑系统的平均型品质指标及其
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表 1　可重入生产系统品质指标及其对  和 !4的导数估计

系统 调度策略 参数 ∃ �∀/ �∃ ∀

系

统

1

FBFS

LBFS

 199. 860 9

!4 - 162. 695 3

 126. 958 4

!4 - 14. 309 8

4. 678 8

3. 638 2

系

统

2

FBFS

LBFS

 202. 300 4

!4 - 167. 647 9

 125. 845 1

!4 - 13. 785 9

4. 723 8

3. 493 1

对参数  和 !4的灵敏度,应采用图 2所示的系统结

构和LBFS 调度策略。同理,可应用算法估计可重入

生产系统对其它参数的灵敏度, 将最可靠的机器置

于系统对参数最灵敏的位置,以保证系统可靠运行。

6　结　　论

　　本文通过研究马尔可夫链 Poisson方程的解对

系统参数的连续性, 给出了马尔可夫链平均型品质

指标对模型参数的梯度估计算法, 进而对系统品质

指标对参数的灵敏度进行分析, 研究小的扰动经系

统演化对系统品质指标的最终影响。

计算机仿真实验结果表明, 本文的算法能极大

地减小系统仿真优化中的计算量, 可用于系统的在

线品质优化。
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