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摘　要: 在 l2范数有界不确定性扰动影响情况下, 把 N 人线性二次纳什对策问题归结为由非合作、非

零和线性二次动态对策及二人零和动态对策组成的复合对策问题; 基于纳什均衡对策理论和 H ∞控制

理论方法,给出并证明了不确定环境下纳什对策问题状态反馈解存在的条件及其求解方法;通过一个政

府债务稳定问题简例,说明了算法的有效性。
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Abstract: T he N -person linear quadratic Nash dynamic game with l2 norm bounded uncertainty is con-

sidered as a compound dynamic game, w hich is composed of non-cooperative non-zer o sum linear

quadratic dynamic game and tw o-per son zer o sum dynamic games. Ba sed on Nash dynamic game theor y

and H ∞ contr ol theo ry approach, the ex istence conditions and designing method o f sta te feedback so lu-

tion ar e pr esent ed and proved. Finally, an example about g overnment debt stabling pr oblem illustr ated

t he valida tion o f this algo rithm.
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1　引　　言

　　许多经济现象和经济行为都被经济学家理解为

某种对策问题。对策论在许多经济学科得到接受和

运用,几乎贯穿了整个微观经济学,并已扩展到宏观

经济学、产业组织理论等,在环境、劳动、福利经济学

等研究中也占有重要地位。1994年纳什( Nash)、海

萨尼( Har sanyi)和塞尔顿( Selton)因长期在对策论

理论、应用研究及实践方面所做的贡献而获得诺贝

尔经济学奖
[ 1, 2]
。

　　对策论在经济学科所取得的成果主要表现在确

定性系统和统计特性已知的随机系统, 对于受到不
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确定扰动冲击影响的 N 人非合作对策问题的研究

则很不充分。本文应用H ∞控制理论方法, 研究系统

受到 l2范数有界不确定性扰动情况下,如何求得对

策问题的纳什均衡解。

2　问题描述

　　考虑由方程

x k+ 1 = A x k + ∑
N

i= 1
B iu ik,　k = 1, 2,⋯, T ( 1)

和损失函数

J i =
1
2 (
x
T
kQ ix k + u

T
ikR iiuik +

∑
N

j = 1, j≠i
u
T
j kR ij u j k) , 　i = 1, 2,⋯, N ( 2)

描述的离散时间 N 人线性二次动态对策问题[ 3]。其

中, x k ∈ R
n
为状态向量, J i 为对策方 i的损失函数,

uik ∈ R
m
i 为对策方 i可采取的策略, A , B i, Q i, R ij 是

相应维数的系数矩阵, 且满足 Qi ≥ 0, R ij ≥ 0( i≠

j ) , R ii > 0。

在无记忆完全状态信息模式假设条件下, 当且

仅当存在策略( u*1 ,⋯, u*N ) 使如下不等式组

J
*
1 = J 1 ( u*1 , u*2 ,⋯, u*N ) ≤

J 1 ( u1 , u
*
2 ,⋯, u

*
N )

J
*
2 = J 2 ( u*1 , u*2 , u*3 ,⋯, u*N ) ≤

J 2 ( u
*
1 , u2 , u

*
3 ,⋯, u

*
N )

　　　�
J
*
N = J N ( u*1 , u*2 ,⋯, u*N ) ≤

J N ( u1 , u*2 ,⋯, u*N - 1 , uN )

( 3)

成立时,则称( u*1 ,⋯, u*N ) 为该对策问题的纳什均衡

解,其中 u
*
i = {u*i, 1 ( x 1) ,⋯, u*i, T( x T) } 称为对策方 i

的纳什均衡策略集 [ 3]。

进一步考虑系统受到外部干扰 w k ∈ R
r
的情

形。不失一般性,设 w k 属于 l 2范数有界集, 即 w k ∈

l2 ( 0, T ; R r ) ,则系统方程为

x k+ 1 = Ax k + ∑
N

i= 1

B iuik + Ew k

k = 1, 2, ⋯, T ( 4)

　　由于系统受到不确定性扰动w k的影响,因此在

原均衡点( u
*
1 ,⋯, u

*
N ) 处, 不等式( 3) 不再成立, 或

者说原纳什均衡将被打破。在此情况下,对于对策方

i而言,很难求得使 J i 最小的策略。在决定自己的行

为时, 既要考虑其它对策方的行为策略 u
*
j ( j ≠ i) ,

还要考虑扰动 w k 的影响。为此, 引入表示干扰抑制

水平的标量 �i > 0, 并求状态反馈策略 uik =

u
*
ik ( x k) , 使满足

∑
T

k= 0
x
T
k Qix k + ∑

N

j= 1
u
T
j kR iju j k ≤ �2i∑

T

k= 0
w

T
k w k ( 5)

的 �i 达到最小。显然 �i 越小, 不等式( 5) 左端也越

小, 对应的策略将把扰动的影响抑制在允许的水准

以下。称该问题为线性二次纳什均衡 H ∞扰动衰减

问题,简称 LQNH ∞扰动衰减问题
[ 4]
, uik = u

*
ik ( x k)

为 LQNH ∞扰动衰减状态反馈策略, 对应的 �i > 0

为其扰动衰减水平。这样便形成了 N 个对策方之间

的非合作线性二次对策, 而各对策方 i与扰动 w k 则

构成二人零和线性二次动态对策。现在要解决的问

题是求( u*1 ,⋯, u*N ) , 使得

∑
T

k= 0
x
T
k Q1x k + ∑

N

j= 1
u
* T
j k R 1ju

*
j k ≤ �21∑

T

k= 0
w

T
k w k

∑
T

k= 0
x
T
k Q2x k + ∑

N

j= 1
u
T
j kR 2j uj k ≤ �22∑

T

k= 0
w

T
kw k

　　�

∑
T

k= 0

x
T
k QNx k + ∑

N

j= 1

u
T
j kR N j uj k ≤ �2N∑

T

k= 0

w
T
k w k

( 6)

成立。下面应用 H ∞控制理论方法给出问题的解。

3　线性二次纳什问题的H∞状态反馈

策略

　　给定�i > 0,对于LQ NH ∞扰动衰减问题( 4) 和

( 5) , 定义性能指标函数

J i ( u1 , u2 ,⋯, uN , w ) =

1
2∑

T

k= 0
[ ( x

T
k Qix k + ∑

N

j= 1
u
T
j kR iju j k) - �2i w T

kw k ]

　i = 1, 2,⋯, N ( 7)

则该问题等价于求状态反馈策略( u*1k( x k ) , u*2k( x k ) ,

⋯, u*N k( x k ) ) , 使对于任意 w k ∈ l2 ( 0, N ; R r ) , 满足

J i( u*1 , u*2 , ⋯, u*N , w ) ≤ 0。从动态对策的观点讲, 对

策的一方 i 求 u
*
ik 使在其余对策方的策略为

u
*
j k ( x k) ( j ≠ i) 的情况下,满足

J i( u*1 , u*2 ,⋯, u*N , w ) ≤

J i( u*1 , u*2 ,⋯, u*N , w *
i ) ≤

J i( u*1 , ⋯, u*i- 1, u i, u*i+ 1,⋯, u*N , w *
i )

� w ∈ l2 ( 0, T ; R r )

i = 1, 2,⋯, N ,　k = 1, 2,⋯, T

其中 u
*
i = {u*i, 1 ( x 1) ,⋯, u*i, T( x T) } 为控制策略集,

w
*
i = {w *

i, 1( x 1 ) ,⋯, w *
i, T ( x T) } 为对策方 i所对应的

“最差”扰动信号集,即 w
*
ik 为 k 时刻使 J i 取最大值
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时的扰动信号。

首先考虑对策方 i与扰动w k构成的二人零和线

性二次动态对策问题:

定理 1　对于由方程( 4) 和性能指标

J i =
1
2∑

T

k= 0
[ ( x

T
k Qix k +

∑
N

j = 1

u
T
j kR ij uj k

)
- �2iw T

k w k
]

描述的二人零和动态对策问题, 当且仅当存在非负

矩阵序列P i, k, 满足

R ii + B
T
i P i, k+ 1B i > 0

I - �- 2
i E

T
P i, k+ 1E > 0

,　k = 1, 2, ⋯, T ( 8)

时,存在唯一状态反馈鞍点解

u
*
i, k = - B

T
i P i, k+ 1[ I + ( B iB

T
i -

�- 2
EE

T ) P i, k+ 1] - 1
A + ∑

N

j= 1, j≠i

B jF j x k

w
*
i, k = E T

P i, k+ 1[ I + ( B iBT
i -

�- 2
EE

T
) P i, k+ 1]

- 1
A + ∑

N

j= 1, j≠i
B jF j x k

( 9)

其中

P i, k = Qi + F
T
j , kR ijF j , k + ( A +

　　　B jF j , k) TP i, k+ 1[ I + ( B iB
T
i -

　　　�- 2
EE

T
) P i, k+ 1 ]

- 1
( A + B jF j , k)

P i, N + 1 = 0,　u*j , k( x k ) = F j , kx k ,　j ≠ i

且在鞍点处有 J
*
i = 1

2
x
T
0 P i, 0x 0。

证明参见文献[ 4～ 6]。

根据上述定理,对于 LQNH ∞扰动衰减问题可

得如下结论:

定理2　给定�i > 0,当且仅当存在非负矩阵序

列 P i,k ,满足

　
R ii + B

T
i P i, k+ 1B i > 0

I - �- 2
i E

T
P i, k+ 1E > 0

,　k = 1, 2, ⋯, T ( 10)

时,系统( 4) 存在唯一状态反馈解 u
*
ik ( x k ) = F i, kx k,

使对于 � w k ∈ l 2 ( 0, T ; R r ) 满足目标( 6)。其中

F1,k

F2,k

�

FN , k

=

I 1 � 1,kB2 ⋯ ⋯ � 1,kBN

�2,kB1 I 2 � 2, kB3 ⋯ � 2,kBN

� �

�N ,kB1 � N , kB2 ⋯ ⋯ I N

- 1 F- 1, k

F- 2, k

�

F- N , k

( 11)

F
-
i, k = - � i, kA

�i, k = R
- 1
ii B

T
i P i, k+ 1 [ I +

　　　( B iR
- 1
ii B

T
i - r

2
iEE

T
) P i, k+ 1]

- 1

P i, k = Q i + F
T
i, kR ijF ik +

　　　 A + ∑
N

j = 1, j≠i
B jF j , k

T

P i, k+ 1 [ I + ( B iB T
i -

　　　�2iEET
) P i, k+ 1 ]

- 1
A + ∑

N

j= 1, j≠i
B jF j ,k

　 　　　P i, N + 1 = 0,　i = 1, 2,⋯, N ( 12)

I r 和 I i 分别表示 r 维和 mi 维单位矩阵。

证明　由定理1可知,如果u*j k ( x k) = F j x k( j ≠

i ) ,则在零初始条件下, 对于由对策方 i和扰动w k 构

成的二人零和线性二次动态对策问题, 当且仅当存

在矩阵序列 P i, k 满足条件( 8) 和式( 12) 时, 存在式

( 9) 的唯一鞍点解,满足

J i = 1
2∑

T

k= 0
[ (
x
T
kQ ix k + ∑

N

j = 1

u
* T
j k R ij u

*
j k
)
-

�2iw * T
i, k w

*
i, k] = 0 ( 13)

将式 ( 9) 代入( 13) , 经适当整理, 即得式( 12)。(证

毕)

对于 N = 2的特殊情况,有如下结论:

推论1　给定�1 > 0和�2 > 0,当且仅当存在序

列 P1k 和 P 2k, 同时满足 R ii + B
T
i P ik+ 1B i > 0, Ir -

�- 2
i E

T
P ik+ 1E > 0( i = 1, 2) , 且

I 1 � 1kB2

�2kB 1 I 2
可逆

时, 则存在唯一解 u
*
1k ( x k) = F1, kx k , u*2k( x k ) =

F 2, kx k, 使得

∑
T

k= 0

x
T
k Qix k + ∑

2

j= 1

u
T
j kR iju j k ≤ �2i∑

T

k= 0

w
T
k w k

i = 1, 2,　� w k ∈ l 2( 0, T ; R r )

其中 I r , I 1 , I 2分别为 r, m1 和m 2维单位矩阵,且

P1, k = Q 1 + F
T
2, kR 12F 2,k +

　　　( A + B2F2, k)
T
P 1, k+ 1 ( I + ( B1B

T
1 -

　　　�- 2
1 EE

T) P 1, k+ 1) - 1( A + B2F 2, k)

P2, k = Q 2 + F
T
1, kR 21F 1,k +

　　　( A + B1F1, k) TP 2, k+ 1 ( I + ( B2B
T
2 -

　　　�- 2
2 EE

T
) P 2, k+ 1)

- 1
( A + B1F 1, k)

F1, k = ( I 1 - �1, kB 2� 2, kB1 ) - 1×

　　　( F- 1, k - �1, kB2F
-

2, k)

F2, k = ( I 2 - �2, kB 1� 1, kB2 )
- 1
×

　　　( F- 2 - � 2, kB1F
-
1, k)

� 1k = R
- 1
11 B

T
1P 1, k+ 1[ I +

　　 　　( B1R
- 1
11 B

T
1 - �- 2

1 EE
T
) P 1, k+ 1]

- 1

　　�2k = R
- 1
22 B

T
2 P2, k+ 1 [ I +

　　　　( B2R
- 1
22 B

T
2 - �- 2

2 EE
T ) P 2,k+ 1 ] - 1

　F- 1, K = - �1, kA , 　F- 2, K = - �2, kA
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　P 1, N + 1 = 0, 　P 2, N + 1 = 0

　　证明略。

　　另外, 关于闭环系统的渐近稳定性, 如果存在

使( A , B i ) 能控(或可稳) , ( A , Q1/ 2
i ) 可测的 B i 和 Qi

> 0, 则闭环系统的稳定性可以保证, 这与一般线性

定常系统H ∞状态反馈控制器设计中闭环系统稳定

性的证明相似,在此不做进一步讨论。

4　简　　例

　　文献[ 7] 给出一个关于政府债务稳定的微分对

策简例。这里将该例进行离散化处理,设第 k 年政府

债务为 dk, 政府财政赤字为 f k , 中央银行的货币发

行量为 mk, 则第 k + 1年的债务量为

d k+ 1 = ( 1 + r) d k + f k - mk

其中, dk , f k和 mk分别表示占GDP 的比例, r为债务

利息与产出增长率之差。进一步考虑系统受到不确

定性干扰的情况 ,即债务变化方程为

dk+ 1 = ( 1 + r ) dk + f k - mk + ew k

其中w k 为不确定性噪声扰动信号, 不失一般性, 设

∑
T

k= 0
�w k� 2 < ∞(任意正整数 T )。

假设财政和货币政策分别由财政主管部门和中

央银行决策, 并且其目标函数各不相同。财政赤字决

策的原则是使如下目标函数最小化, 即

min
f
k
{
1
2∑

T

k= 0

[ ( f k - f-) 2 +

 (mk - m
- ) 2 + !( dk - d

-) 2] e- ∀k�T
} ( 14)

中央银行货币发行的准则是货币的增长使如下损失

函数最小,即

min
f
k
{
1
2∑

T

k= 0
[ (m k - m

- )
2
+

#( dk - d
-) 2] e- ∀k�T

}
( 15)

其中, f- , m- 和d-分别为财政赤字、货币发行量和政府

债务的目标值, !,  和 #均为加权系数, ∀为贴现因
子, �T 取为 1年。

由于不确定性扰动 w k的冲击影响,对策双方 f k

和 m k 均不可能求得使目标( 14) 和( 15) 最小的策

略。基于 H ∞控制的基本思想,引入表示扰动衰减水

平的常数 �1 > 0和 �2 > 0,求策略 f k 和 mk,使同时

满足

1
2∑

T

k= 0

[ ( f k - f
-) 2 +  (mk - m

- ) 2 +

!( dk - d
-) 2 ] e- ∀k�T ≤

1
2
�21∑

T

k= 0
w

2
k( 16)

1
2∑

T

k= 0
[ (mk - m

- )
2
+

#( d k - d
-)

2
e
- ∀k�T

≤
1
2 �

2
2∑

T

k= 0
w

2
k ( 17)

的�1和 �2越小越好。显然, �1和�2越小,两目标值越

小。引入状态变量 x k = [ x 1, k　x 2, k]
T
,其中

x 1, k = ( dk - d
-) e- ( 1/ 2) ∀k�T

x 2, k = ( r d- + f- - m- ) e- ( 1/ 2) ∀k�T

控制变量

u1 ,k = ( f k - f
-) e- ( 1/ 2) ∀k�T

u2 ,k = (mk - m- ) e- ( 1/ 2) ∀k�T

建立系统的状态空间方程

x k+ 1 =

1 + r - 1
2
∀ 1

0 1 + r -
1
2
∀
x k +

1

0
u1, k +

- 1

0
u2, k + ew k ( 18)

控制 u1的目标为求得策略 u1, k( k = 0, 1,⋯, T ) , 使

其满足

1
2∑

T

k= 0
[ x

T
kQ 1x k + u

2
1k] ≤

1
2�

2
1∑

T

k= 0
w

2
k ( 19)

控制 u2的目标为求得策略 u2, k( k = 0, 1,⋯, T ) , 使

其满足

1
2∑

T

k= 0
[ x

T
kQ 2x k + u

2
2k] ≤

1
2
�22∑

T

k= 0
w

2
k ( 20)

其中

Q1 =
# 0

0 0
,　Q2 =

! 0

0 0

　　本例中取 r = 3% , != 0. 98 , ∀= 0 . 0 5, #=
0. 7, e = 0. 15。时间区间为T = 100, �T 为 1年。仿

真计算得 �1 的最小值 �1, min < 0. 18, �2 的最小值
�2, min < 0. 215。对于不同的�1和�2取值,控制策略求

解结果分别如下:

1) 当�1 = 0. 19, �2 = 0. 22时,存在满足推论 1

中条件的矩阵序列P 1, k 和 P 2, k,以及对应的策略 u1k

和 u2k, 即

P 1, 0 =
1 - 9

- 9 42 150
,　P 2, 0 =

2 61

61 43 312

　u10 = - [ 0. 108 9　40. 938 9] x 0

　u20 = [ 0. 796 1　68. 143 7] x 0

　P 1, 1 =
1 - 8

- 8 41 056
,　P 2, 1 =

2 60

60 42 215
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　u11 = - [ 0. 108 9　40. 938 9] x 1

　u21 = [ 0. 796 1　68. 143 7] x 1

　　　�

　P 1, 99 =
0. 7 0

0 0
,　P2, 99 =

0. 98 0

0 1

　u1, 99 = 0, 　P 1, 100 = P2, 100 = 0,　u2, 99 = 0

　　2) 当�1 = 0. 6, �2 = 0. 211 7时, 存在正定阵P 1

和P 2满足条件, 状态反馈策略为u1k= [ - 0. 000 9

　2. 436 7] x k , u2k = [ 1. 002 8　6. 758 0] x k , P1和P 2

分别为

P 1 =
0. 7 - 0. 005 3

- 0. 005 3 281. 025 8

P 2 =
1. 986 9 6. 785 6

6. 785 6 494. 773 8

　　3) 当不考虑系统的外部扰动时, 应用文献[ 3]

关于线性二次纳什均衡解的定理, 计算得纳什均衡

策略为

u1k = - [ 0. 276 6　0. 276 5] x k

u2k = [ 0. 408 6　0. 589 7] x k

相应闭环系统的扰动衰减水平为�1 = 0. 20, �2=

0. 24。

从以上仿真计算结果可以看出: 当系统受到不

确定性扰动影响时, 对于不同的扰动衰减水平 �1和
�2 ,应用H ∞控制方法求得的纳什均衡解不同; 基于

H ∞ 理论方法求得的 LQNH ∞ 策略, 比以确定模型

求得的纳什均衡策略可获得更好的扰动衰减效果

(如上述结果 1) 和 3) )。

5　结　　语

　　本文应用离散时间 H ∞控制理论方法, 以二

人线性二次纳什均衡问题为例,研究了具有 l 2范数

有界不确定性扰动纳什均衡问题的 H ∞扰动衰减策

略,给出并证明了其状态反馈解存在的条件。计算实

例说明了算法的有效性。

参考文献:

[ 1] 王宏昌.诺贝尔经济学奖获得者演讲集[ M ] . 北京: 中国

社会科学出版社, 1997.

[ 2] 黄小原. 计算经济学的进展——兼评诺贝尔经济学奖理

论中计算思想和作用[ J] . 科技导报, 1998, 10( 124) : 59-

62.

[ 3] Ba sar T , O lsder J. Dynamic noncooper ativ e game theo-

ry [ M ] . New York: Academic P ress, 1982.

[ 4] Car avani P . On H ∞ criteria for macr oeconomic po licy e-

valuat ion [ J ] . J o f Economic Dynamics and Contro l,

1995, 19( 5-7) : 961-984.

[ 5] Yaesh I, Shaked U . M inimum H ∞ -no rm regulat ion of

linear discret e-tim e systems and its relation t o linear

quadratic discrete g ames[ A ] . P ro c of t he 28t h Conf on

Decision and Cont ro l[ C] . T ampa, 1989. 942-947.

[ 6] Ball I A , Helt on J W . H ∞ optim al contr ol for nonlinear

plants: Connection with differ ent ial g ames[ A ] . Pr oc of

the 28th Conf on Decision and Contro l [ C ] . T ampa ,

1989. 956-962.

[ 7] Engw erda J C. On the open-loop Nash equilibr ium in

LQ-games[ J] . J o f Economic Dynam ics and Co tnro l,

1998, 22( 3) : 729-762.

下　　期　　要　　目
时滞滤波器抑制残留振荡: 理论、方法及应用 ……………………………………………………… 梁春燕　等

基于进化计算的神经网络设计与实现 ……………………………………………………………… 何永勇　等

基于BP 网络变结构问题研究 ……………………………………………………………………… 郝培锋　等

限制期条件下应急车辆调度问题的模糊优化方法 …………………………………………… 何建敏　刘春林

有约束多变量动态矩阵控制算法 ……………………………………………………………… 余世明　杜　维

基于小波变换的低信噪比雷达回波快速检测法 …………………………………………………… 李合生　等

离散 ∃算法的研究 …………………………………………………………………………………… 汪　泓　等

步进式加热炉燃烧控制的新方法 …………………………………………………………………… 张晶涛　等

一类新的RBF 神经网络在非线性系统建模中的应用……………………………………………… 刘妹琴　等

动态模糊神经网络控制器在伺服系统中的应用 …………………………………………………… 柳朝军　等

高周期混沌轨道的最优反馈控制 …………………………………………………………………… 彭召旺　等

190 控 　　制　　与　　决 　　策 2 0 0 1 年


