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广义系统状态反馈H ∞控制的一个条件
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摘　要: 采用状态空间方法,讨论一类广义系统的基于静态状态反馈的 H ∞控制问题,得到了该问题满

足可解性的一个充分必要条件:某个基于系统参数阵的广义代数 R iccati不等式有满足一个广义约束的

解。借助于广义代数R iccati不等式的解,给出一个所要求的且结构简单的控制器构造。若广义系统满足

正交条件,则所得结论可进一步简化。
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Abstract: W ith sta te space app roach, sta t ic sta te2feedback based H ∞ con tro l p rob lem fo r descrip to r sys2
tem s is discussed. A necessary and sufficien t condit ion fo r the so lvab ility of the p rob lem is ob tained in

term s of a generalized algebraic R iccati inequality (GA R I) w ith a so2called descrip to r constra in t. W ith

the aid of a so lu tion to the GA R I, a requ ired con tro ller is fram ed w ith simp ler construction. T he crite2
rion of so lvab ility of GA R I and the construction of the con tro ller are rather reduced, w hen the o rthogo2
nal condit ion is sat isfied.
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1　引　　言

　　H ∞控制理论起源于 20世纪 80年代初期[1 ]。由

于它弥补了控制理论在实际应用中的某些不足, 及

其模型本身所具有的广泛适用性, 使其受到人们的

普遍重视, 已发展成当今最重要的控制理论分支之

一。在近20年的发展历程中,一般线性系统中的H ∞

控制理论已达到较为完善的地步。使用状态空间方

法讨论H ∞控制问题,其特点是方法相对简明,控制

器的结构特征明显, 因而该方法已成为研究H ∞ 控

制问题的主要方法。采用状态空间方法研究H ∞ 控

制问题的结果较多,例如文献[ 2～ 5 ]讨论了基于状

态反馈的H ∞控制问题,文献[ 6 ]则讨论了基于输出

反馈的H ∞控制问题。
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　　同样具有 20年发展历史的广义系统,因其所独

有的优势而在控制理论领域中占有重要的地位。在

其特有理论发展的同时, 一般线性系统理论中的许

多概念和结论在广义系统中也都得到了相应发展。

关于使用状态空间方法讨论广义系统H ∞控制的问

题,最近几年也取得一些较有突破性的进展[7～ 10 ]。

　　本文在状态空间方法的框架下,主要讨论一类

基于状态反馈的广义系统H ∞ 控制问题, 得到该问

题可解的一个基于广义代数R iccai不等式的判别条

件,以及实现所要求的状态反馈控制设计的构造方

法。与已有的结果[7～ 9 ] 相比,本文的条件与结论更为

简明。

2　广义系统H ∞控制问题的提出

　　考虑如下一类广义系统

G:
E xα( t) = A x ( t) + B 1w ( t) + B 2u ( t)

z ( t) = C x ( t) + D u ( t)
(1)

其中, x ( t) ∈R n为系统的状态向量变量,w ( t) ∈Rm

为系统的干扰输入向量变量, u ( t) ∈R k 为系统的控

制输入向量变量, z ( t) ∈R q 为系统的受控输出向量

变量; E 和A 为实方阵,B 1,B 2, C 和D 为相应阶数的

实矩阵。一般情况下, 总假设 rank (E ) < n , 即 E 是

奇异矩阵。

如果关于 s的特征多项式 det (sE - A ) ≠ 0,则

广义系统 (1) 或矩阵束 (E ,A ) 称为正则的。广义系

统 (1) 或矩阵束 (E ,A ) 的有穷模即为矩阵束 (E ,A )

的有穷特征值,而无穷模则为矩阵束 (E ,A ) 的无穷

特征值。若广义系统 (1) 或矩阵束 (E ,A ) 的所有有

穷模均位于开左半复平面上,则称其是稳定的。对应

于秩数大于 1的属于矩阵束 (E ,A ) 的无穷特征值的

广义特征向量, 其无穷模称为广义系统 (1) 或矩阵

束 (E ,A ) 的脉冲模。当广义系统 (1) 或矩阵束 (E ,

A ) 没有脉冲模时,则称其为无脉冲。

定义 1　广义系统 (1) 或矩阵束 (E ,A ) 称为容

许的,如果它是正则的、稳定的且无脉冲。

本文讨论的 H ∞ 控制问题是: 对于广义系统

(1) ,寻求一个静态状态反馈控制矩阵 K , 使得反馈

控制

u ( t) = K x ( t) (2)

能使得到的闭环系统是容许的,且从w 到 z 的传递

函数矩阵

T zw (s) : = (C + D K ) (sE - (A + B 2K ) ) - 1B 1

(3)

满足‖T zw (s)‖∞ < Χ,其中Χ> 0预先给定。该广义

系统H ∞控制问题如图 1所示。

图 1　广义系统H ∞控制

　　引理 1　广义系统

E xα( t) = A x ( t) + B u ( t)

z ( t) = C x ( t)
(4)

是容许的,且‖C (sE - A ) - 1B ‖∞ < Χ的充分必要
条件是下列广义代数R iccat i不等式

A TX + X TA + C TC + Χ- 2X TB B TX < 0 (5)

有满足广义约束

E TX = X T E ≥ 0 (6)

的解X。

这里称其为“广义约束”, 是因为该形式的约束

是广义系统所特有的[7～ 10 ]。

证明参见文献[ 7 ]。

3　主要结果

　　引理 2　假设下列矩阵具有适当阶数,且其中

的D 是列满秩的;并设

5 (X ; A ,B , C ) : =

A TX + X TA + C TC + Χ- 2X TB B TX

7 (X ; A ,B 1,B 2, C ,D ) : =

A TX + X TA + C TC + Χ- 2X TB 1B
T
1X -

(B T
2X + D TC ) T (D TD ) - 1 (B T

2X + D TC )

则

5 (X ; A + B 2KB 1, C + D K ) =

7 (X ; A ,B 1,B 2, C ,D ) +

{D [K + (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) ]}T ×

{D [K + (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) ]}

　　证明

5 (X ; A + B 2K ,B 1, C + D K ) =

5 (X ; A ,B 1, C ) + #
其中

# =

K TB T
2X + X TB 2K + C TD K +

K TD TC + K TD TD K =

{D [K + (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) ]}T ×

　　{D [K + (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) ]} -

　　 (B T
2X + D TC ) T (D TD ) - 1 (B T

2X + D TC )
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所以有

7 (X ; A ,B 1,B 2, C ,D ) =

5 (X ; A ,B 1, C ) - (B T
2X +

D TC ) T (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) =

5 (X ; A + B 2K ,B 1, C + D K ) -

{D [K + (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) ]}T ×

{D [K + (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) ]}

(证毕)

下面给出本文的主要结果, 并事先假定系统的

状态是可利用的。

定理 1　考虑广义系统 (1) ,假设 rank (D ) = k ,

则下列叙述是等价的:

1) 对于给定的正数Χ> 0,广义系统 (1) 存在形

如式 (2) 的静态状态反馈控制器, 使所产生的闭环

系统是容许的,且从w 到 z 的传递函数矩阵 T zw (s)

满足‖T zw (s)‖∞ < Χ;

2) 广义代数R iccat i不等式

　A TX + X TA + C TC + Χ- 2X TB 1B
T
1X -

　 (X TB 2 + C TD ) (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) < 0 (7)

有满足广义约束 (6) 的解X。

当这样的解 X 存在时,一个所要求的状态反馈

控制矩阵为

K : = - (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) (8)

　　证明　1) ] 2) :形如式 (2) 的状态反馈所产生

的闭环系统为

E xα( t) = (A + B 2K ) x ( t) + B 1w ( t)

z ( t) = (C + D K ) x ( t)
(9)

由引理 1,广义代数R iccat i不等式

5 (X ; A + B 2K ,B 1, C + D K ) < 0 (10)

有满足广义约束 (6) 的解X。再由引理 2,有

7 (X ; A ,B 1,B 2, C ,D ) ≤

5 (X ; A + B 2K ,B 1, C + D K ) < 0 (11)

　　2) ] 1) :广义代数R iccat i不等式 (7) 有满足广

义约束 (6) 的解X ,由引理 2,如果取反馈控制矩阵

K = - (D TD ) - 1 (B T
2X + D TC ) (12)

则有

5 (X ; A + B 2K ,B 1, C + D K ) =

7 (X ; A ,B 1,B 2, C ,D ) < 0 (13)

而这时的闭环系统恰为式 (9)。由引理 1, 该闭环系

统是容许的, 且闭环传递函数的H ∞ 范数严格小于

Χ,即‖T zw (s)‖∞ < Χ。(证毕)

现将定理 1与文献[ 7～ 9 ]中的结果进行比较:

[ 7 ] 和[ 8 ] 的结果是基于动态输出反馈的,其可解性

判别较为复杂, 反馈矩阵的构造方法更加复杂; [ 9 ]

讨论了广义系统的有界实引理, 并将其应用于静态

状态反馈H ∞ 控制问题, 讨论的模型仍是系统 (1) ,

但前提条件比本文多,结果也比本文复杂。本文定理

1讨论的是基于静态状态反馈的H ∞控制问题,前提

条件要求不多,可解性判别相对简单,反馈矩阵的构

造容易达到。需要说明的是: 定理1与[ 7 ]或[ 8 ]的主

要结果是相互独立的,与[ 9 ] 的结果也不同。

如果进一步假设系统满足正交条件[6 ]

D T [C　D ] = [ 0　I ] (14)

则定理 1的结论更为简单。

定理 2　对于广义系统 (1) ,如果 rank (D ) = k ,

且正交条件 (14) 成立,则下列叙述是等价的:

1) 对于给定的正数Χ> 0,广义系统 (1) 存在形

如式 (2) 的静态状态反馈控制器, 使所产生的闭环

系统是容许的,且从w 到 z 的传递函数矩阵 T zw (s)

满足‖T zw (s)‖∞ < Χ;

2) 广义代数R iccat i不等式

A TX + X TA + C TC +

X T (Χ- 2B 1B
T
1 - B 2B

T
2 )X < 0 (15)

有满足广义约束 (6) 的解X。

当这样的解 X 存在时,一个所要求的状态反馈

控制矩阵为 K : = - B T
2X。

证明略。

4　结　　论

　　本文将基于状态反馈的广义系统H ∞控制问题

的可解性,归结为基于系统参数阵的一个广义代数

R iccat i不等式是否存在满足广义约束的解,并给出

一种满足可解性要求的反馈矩阵构造方法。本文结

果表明:无论是可解性的判别还是反馈矩阵的结构,

广义系统基于状态反馈的H ∞控制都比基于输出反

馈的 H ∞控制简捷明晰,这是基于状态反馈的优势

之一。
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s3 ≤
v
a

ln
C 1

x 0
1

- ∃ (12)

显然有 s3 ≥ s1。若使系统的吞吐量达到最大,则取

s3 =
v
a

ln
C 1

x 0
1

- ∃ (13)

4　结　　语

　　本文利用推广的 Petri网为混合系统建模, 采

用对策论方法给出了连续系统的控制器以及离散状

态对应的连续状态空间和激发条件。以火车道口为

例进行说明,并根据系统的特点做了改进。在保证系

统安全性的基础上,提高了系统的吞吐率,满足了系

统的多约束条件。
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