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摘　要: 给出一类线性切换系统能控性、能达性的充分必要条件,此类系统的特征是具有相同的系统矩

阵和不同的输入矩阵。
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Abstract: T he sufficien t and necessary condit ion of con tro llab ility and reachab ility of a class of linear

sw itch ing system s w h ich has the sam e system atic m atrix and differen t inpu t m atrixes is given.
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1　引　　言

　　混合动态系统 (HD S)模型主要用于通讯网络、

交通管理、生产制造等日趋复杂的人造系统的描述、

分析和控制。目前提出的混合动态系统模型有多种,

如混合自动机模型,混合 Petri网模型,切换系统模

型等,但还没有一个较为统一的模型。切换系统模型

可看成变结构系统的一种推广,很多学者用其分析

系统的渐近稳定性。文献 [ 1 ]利用M u lt ip le L ya2
punov 函数方法给出了判定系统在某一已知切换序

列下稳定的充分条件,这是一个较有代表的结果。

一般说,切换系统模型具有如下形式

xα= A Α( t) x + B Α( t) u ,　y = C Α( t) x (1)

其中, x 为n维状态向量, u为p 维输入向量, y为q维

输出向量; Α( t) : [ 0, + ∞) → {1, 2,⋯,N } 为分段

常值函数,N 为全部切换模式的总数; A i,B i, C i均为

相应维数的常阵, 一组实现 (A i,B i, C i) 称为一个切

换模式。

关于切换系统的研究主要集中于系统稳定性的

分析;而对于系统能控性的研究, 由于难度较大, 结

果则很少。文献 [ 2 ] 给出了周期型切换系统在一个

周期内能控性和能观性的判定条件。文献 [ 3 ] 严格

定义了系统的能控性、能达性和能控集、能达集, 导

出了能控性的一个必要条件, 给出了 3 维单输入双

切换系统能控性的充分必要条件。某些控制系统中

系统矩阵A 可能定常,只有输入矩阵B 发生切换,于

是可得如下模型
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xα= A x + B Α( t) u ,　y = C Α( t) x (2)

　　系统 (2) 是包含于系统 (1) 的一种情况,有一定

的实际背景。系统 (1) 能控性的充要条件尚未得到,

本文将求得系统 (2) 能控性的充分必要条件。

为了便于描述系统的演变过程, 定义切换序列

如下:

定义 1 (切换序列)　将 im ∈ {1, 2,⋯,N }表示

为切换模式序号, hm > 0为切换模式持续时间,则称

{ ( im , hm ) }M
m = 1 = { ( i1, h 1) , ( i2, h 2) ,⋯, ( iM , hM ) }为一

个切换序列,记为 Π。其中M 表示切换序列的长度。

对于给定的一个切换系统, 当给定初始时刻 t0

和一个切换序列 Π后, 切换模式的变化过程便完全

确定。即在 t0 + ∑
m - 1

l= 1
h l, t0 + ∑

m

l= 1
h 1 内, 切换模式为

(A , B im
) , Πm = 1, 2,⋯,M。本文只涉及系统的能控

性,因此忽略了输出矩阵C。

2　主要结果

　　首先给出系统完全能控和完全能达的定义,然

后仿照文献 [ 3 ] 的证明思路, 从确定系统的能达集

和能控集出发,给出它们的具体形式。通过对能控集

和能达集的研究,得到有关结论。

定义 2 (完全能控性)　对于切换系统 (2) ,设初

始时刻 t0 = 0。如果对任意非零初始状态 x 0,都存在

一个切换序列Π: { ( im , hm ) }M
m = 1和一个无约束的容许

控制 u ( t) , 使得状态由初始时刻转移到 tf = ∑
M

l= 1
h l

时,有 x ( tf ) = 0,则称系统为完全能控。

定义 3 (完全能达性)　对于切换系统 (2) ,设初

始时刻 t0 = 0。如果对任意非零状态 x f ,都存在一个

切换序列Π: { ( im , hm ) }M
m = 1和一个无约束的容许控制

u ( t) , 使得状态由初始时刻 x (0) = 0 转移到 tf =

∑
M

l= 1
h l 时,有 x ( tf ) = x f ,则称系统为完全能达。

另外给出有关列空间和循环不变子空间的定

义,详细描述参见文献[ 3 ]。

定义 4 (列空间)　矩阵B n×K 的列空间为R n 中

如下定义的一个线性空间

R (B ) = {B x ûx ∈R K } (3)

　　定义 5 (循环不变子空间)　对矩阵A n×n 和 R n

中线性子空间W ,称如下的一个线性空间

〈A ûW〉= W + A W + ⋯ + A n- 1W (4)

为子空间W 经矩阵A 循环而生成的A 的不变子空

间。

类似于文献 [ 3 ] 的过程, 构造系统的能达集和

能控集。给定一个切换序列Π: { ( im , hm ) }M
m = 1,由 x 0 =

0出发的能达状态所构成的集合为

S 0 (Π) =

exp (A hM ) exp (A hM - 1)⋯exp (A h 2)〈A ûB i1〉+

exp (A hM ) exp (A hM - 1)⋯exp (A h 3)〈A ûB i2〉+

⋯ +〈A ûB iM〉 (5)

根据循环不变子空间性质得到

S 0 (Π) =〈A ûB i1〉+〈A ûB i2〉+ ⋯ +〈A ûB iM〉

(6)

　　 分析式 (6) 可知, 能达集与切换序列中持续时

间无关,与切换模式先后次序也无关,只与系统矩阵

和输入矩阵有关。由于输入矩阵个数是有限的,不难

得到如下定理:

定理 1　切换系统 (2) 的能达集为

S 0 =〈A ûB 1〉+〈A ûB 2〉+ ⋯ +〈A ûB N〉 (7)

　　证明　易知S 0 Β〈A ûB 1〉+〈A ûB 2〉+ ⋯ +

〈A ûB N〉。对于任意的切换序列 Π, 均有 S 0 (Π) Α
〈A ûB 1〉+〈A ûB 2〉+ ⋯ +〈A ûB N〉。因此

S 0 = ∪
Π

S 0 (Π) Α

〈A ûB 1〉+〈A ûB 2〉+ ⋯ +〈A ûB N〉

由此可知式 (7) 成立。

由文献 [ 3 ] 中能达集与能控集之间的关系, 可

知切换序列 Π的能控集为
T (Π) =〈A ûB i1〉+〈A ûB i2〉+ ⋯ +〈A ûB iM〉

(8)

　　同理可得如下定理:

定理 2　切换系统 (2) 的能控集为

T =〈A ûB 1〉+〈A ûB 2〉+ ⋯ +〈A ûB N〉 (9)

　　由定理 1和定理 2可知系统 (2) 的能达集与能

控集相同,且构成线性空间。于是可得如下定理:

定理 3　切换系统 (2) 的能控性与能达性等价。

最后, 我们自然地得到系统能控的充要条件如

下:

定理 4　切换系统 (2) 完全能控的充分必要条

件为

〈A ûB 1〉+〈A ûB 2〉+ ⋯ +〈A ûB N〉= R n

(10)

　　易知定理 4同样也是系统 (2) 完全能达的充分

必要条件。

(下转第 253页)

第 16 卷 第 2 期 谢广明等:一类线性切换系统能控性和能达性的充要条件 249



5　结　　语

　　本文给出了 H 2öl1 混合优化问题的上逼近算

法,并通过算例验证了该算法。但由于收敛步数可能

很大,从而使得无法判断何时结束逼近。为克服这种

情况,可将文献[ 4 ]给出的H 2öl1混合优化问题的下

逼近算法与上逼近算法相结合,以判断何时收敛。文

献 [ 3 ] 给出了基于两个相同闭环传递函数的 H 2öl1

混合优化问题的求解方法, 并指出算法可在有限步

内终止。这正是我们今后在基于两个不同闭环传递

函数的H 2öl1 混合优化问题中的研究方向。
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3　结　　语

　　本文利用能控集和能达集的概念,给出了一类

混合动态系统完全能控、完全能达的充分必要条件,

并指出二者是等价的。这一代数判定条件类似于定

常线性系统的相关条件,表明二者有一定的相似性。

这一研究工具可用于研究更一般的混合动态系统的

能控性。
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