
第 16卷 第 2期

Vol. 16 No . 2

　控　制　与　决　策

CON TR OL　AN D　DE CIS ION　

2001年 3月

　 M ar. 2001

　　文章编号: 1001-0920( 2001) 02-0159-04

两类特殊故障源作用下函数元系统的可靠性评估
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摘　要: 证明了在故障源作用下无可靠输入数组的函数元系统的可靠性估计定理, 建立了一种新的故

障源模型,即具有可靠输入数组的常可靠故障源。利用概率分析方法研究了在这类故障源作用下, 由函

数单元构成的函数元系统的可靠性,给出了函数元系统可靠度的下界估计,阐明了在此类故障源作用下

的单元函数不可能构成充分可靠的函数元系统。
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Abstract: T he t heo r em about the reliability estim ation o f the systems consisting of functional element s

w hich have not r eliable input set effected by failure sources is presented. M odels of constant reliable

failur e source ar e built. By applying pr obability analysis methods, the reliability of the sy st em s effected

by the failur e sour ces is studied and the low er bound o f the reliability is pr esent ed. The results show

t ha t it is impo ssible t hat the elements effected by t he failur e sour ces can build arbitr arily reliable sys-

tems.
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1　引　　言

　　在研究故障源作用下由函数元构成的系统特性

时,Neum an 和 Jablonski给出了一种故障源( Neu-

man故障源) ,在其作用下函数元系统的可靠性评估

满足 Neuman 定理
[ 1, 2]
。Neuman 定理表明, 在该故

障源作用下, 由函数元构成的函数元系统的可靠性

的下界估计为一确定的常数。Neum an 定理同时表

明, 利用 Neuman 故障源作用下的函数单元不可能

构成任意可靠的函数元系统。Tarasov 建立了一类

没有可靠输入数组的故障源模型
[ 3]

,并给出了在其

作用下函数元系统可靠度的下界估计定理,但未给

出证明。随后有人进一步研究了这方面问题, 取得了

一些令人感兴趣的结果[ 4～6]。
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　　本文首先给出文献[ 3]的下界估计定理的证明,

并建立了一类具有可靠输入数组的故障源模型(常

可靠故障源) ,给出并证明了在常可靠故障源作用下

函数元系统可靠度的下界估计定理, 进而证实了在

常可靠故障源作用下的函数单元不可能构成充分可

靠的函数元系统。

2　几个基本概念

　　在下面的叙述中,记 � 表示由函数元构成的系
统,简称系统。构成 � 的单元取自某一集合B , Bn

i 表

示所有 ni 维数组构成的集合。约定文中所指函数均

为二值布尔逻辑函数, 例如 f ( x 1 , x 2, ⋯, x n ) 是依赖

于 n个变量的二值逻辑函数。

定义 1　 设存在系统 � 和函数 f ( x 1 , x 2 ,⋯,

x n ) ,如果在任意输入数组�-= ( �1, �2 ,⋯, �n) 的激励
下, � 输出值 f ( �-) 的概率不小于 1/ 2, 则称系统� 输
出(或实现) 函数 f ( x 1 , x 2, ⋯, x n )。

设 S为故障源, S 作用于�。在 S作用下,如果 �
的构成单元 Fk 不发生故障,则称 F k 为可靠单元;反

之,如果 Fk 发生故障, 则称该单元为不可靠单元。

设 B = {F1 , F2 ,⋯, Fu} 由不可靠的函数元构

成,其中单元F i 是具有 ni( 1≤ i≤u) 个输入端和一

个输出端的初等变换器,且在正常状态下输出某一

依赖于 ni 个变量的函数 f
( 0)
i ( x 1, x 2 ,⋯, x n

i
)。因为利

用 B 中的单元可以构成系统,所以将 B 称为构成系

统的一个基底。

定义 2　B 中的单元 F i( i = 1, 2,⋯, u) 在非故

障状态(或称正常状态) 下所实现的函数 f i ( x 1 , x 2,

⋯,x n
i
) 称为正常函数, 通常记为 f

( 0)
i ( x 1 , x 2 ,⋯,

x n
i
)。相应地, F i 在故障状态下所实现的函数称为故

障函数。

在 S 的作用下, F i 或保持正常状态或转变为故

障元,而相应的函数 f i( x 1 , x 2 ,⋯, x n
i
) 或为正常函数

或转变为故障函数。

下面给出单元 F i 正常函数和所有可能发生的

故障函数以及相应的发生概率, 并表示成如下形式

( G i: P i ) ( 1)

其中

G i = ( f ( 1)
i ( x 1 ,⋯, x n

i
) , f ( 2)

i ( x 1 ,⋯, x n
i
) ,

⋯, f
( r
i
)

i ( x 1, ⋯, x n
i ) )

P i = ( p ( 1)
i , p ( 2)

i ,⋯, p ( r
i
)

i )

且 1≤ r i≤22ni ,∑
r
i

j= 1

p
( j )
i = 1。当1≤ j ≤ r i时, p ( j )

i >

0; f
( 1)
i ( x 1, x 2,⋯, x n

i
) = f

( 0)
i ( x 1 , x 2 ,⋯, x n

i
) 为函数

元 F i 在正常状态下实现的函数。

于是可给出如下定义:

定义 3　将( G i : P i ) 称为 F i 的函数概型。

定义 4　将系统 � 发生故障的概率称为� 的不
可靠度,用 Q ( � ) 表示; 而系统在某一输入数组 �~上
发生错误的概率称为� 在 �~的不可靠度, 用Q ( � ,  ~)

表示。相应地, � 的可靠度可分别表示为 1 - Q ( � )

和 1 - Q ( � ,  ~)。
对单元F i 和 B 设置常数 p B 如下

p B = min
i, F

i
∈B
p

( i)
min ,　p

( i)
min = min

1≤j≤r
i

p
( j )
min ( 2)

其中, m in
i, F

i
∈B
p

( i)
min表示在所有的单元中取相应的最小

概率。

定义 5　对任意小的正数 !> 0,如果存在系统

� 和函数 f ( x 1, x 2,⋯, x n) , 使得在任何输入数组的

激励下, � 输出函数 f ( x 1 , x 2 ,⋯, x n ) 发生错误的概

率都小于 !, 则称函数 f ( x 1, x 2 ,⋯, x n) 为系统 � 的
渐近可靠输出。

定义 6　设存在某一故障源, 且在其作用下 B

中的单元F i具有函数概型( 1) ,其中 r i = 22
n
i, 则称该

故障源为 Neum an 故障源, 记为 SN。

据此可给出如下定理:

定理1( Neuman定理)　对S N作用下的任何系

统 � 满足 Q( � ) ≥ p B。

定义7　设给定基底B和故障源S ,如果对于任

意函数 f ( x 1 , x 2 ,⋯, x n ) 和任意小的正数!> 0,存在

建立在 B 上的系统 � ,该系统在正常状态下输出函

数 f ( x 1, x 2 ,⋯, x n) , 且满足Q ( � ) < !, 则对给定的S

而言, 可利用 B 中的不可靠单元构成任意可靠的系

统。

定理 1和定义 7表明,利用 SN 作用下的单元不

可能构成任意可靠的系统。

3　在故障源作用下没有可靠输入数

组系统的可靠性评估

　　定义8　如果某一单元Fv在某一数组 ~= (  1 ,

 2 ,⋯,  nv ) 激励下不发生错误, 则称 ~为Fv的可靠输

入数组。

设在正常状态下 Fv 实现函数 f v ( x 1, x 2,⋯,

x n
v ) , 且 f v ( 1,  2 ,⋯,  nv ) = a,如果用 p

F
va (  ~) 表示单

元在数组 ~激励下输出正确值a的概率,则有 p
Fv
a ( ~)
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= 1。

下面观察集合B1 = {F1 , F2 ,⋯, F i,⋯} ,其中B

中的单元 F i 在正常状态下实现函数 f i( x 1 , x 2 ,⋯,

x n
i) , 并且对每一输入数组( 0,⋯, 0) , ( 0, ⋯, 0, 1) ,

( 0,⋯, 1, 0) , ⋯, ( 1,⋯, 1) , 已知 F i 在其激励下发生

错误的概率为

1/ 2 > !Fi( 0,⋯, 0) ,⋯, !Fi( 1,⋯, 1) > 0

i = 1, 2,⋯ ( 3)

取常数 ∀= inf
i

min
�~
!Fi ( �~) , 显然 0 < ∀< 1/ 2。

下面研究建立在集合 B1上的系统 � ,显然它没

有可靠输入数组。首先给出如下定理:

定理 2　对任何建立在基底 B 1上的系统 � ,在

任一输入数组 �~激励下发生错误的概率不可能小于
∀, 即 � 的不可靠度满足 Q ( � , �~) ≥ ∀。

证明　如图1所示,设系统 � 在正常状态下实
现函数 f ( x 1 , x 2, ⋯, x n ) , 任意输入数组为 �~ = ( �1,

�2 ,⋯, �n ) , f ( �1, �2,⋯, �n) = a( a∈ { 0, 1} ) , S #是 �
的子系统。用 p

�
f ( �~) ( �~) 表示系统在数组�~激励下输出

f ( �~) 的概率; 用 p ∃~
S#( �~) 表示子系统 S #的输出端出

现数组 ∃~ = ( ∃1, ∃2 ,⋯, ∃n
i) 的概率。

图 1　 无可靠输入数组的系统

　　对 � 进行概率分析, 可得系统输出值为 a 的概

率为:子系统 S #中 �~输出 ∃~的概率与输入为 ∃~ 时单
元 F i 输出 a的概率的乘积和,即

p
�
a ( �~) = ∑

∃~
p ∃~

S#( �~) p F
ia ( ∃~) =

∑
∃~∈M

0

p ∃~
S#( �~) p r

~
S# + ∑

%~∈N
0

p
S#%~ ( �~) p

F
i

a (%~) ( 4)

其中 　　M 0 = {∃~: p
F
i

a ( ∃~) ≥ 1/ 2}

　　N 0 = { %~: p F
ia (%~) < 1/ 2}

　　显然, 0 < ∀< 1/ 2, 1/ 2 < 1 - ∀< 1。如果 %~∈
N 0 ,则

p
F
ia (%~) < 1/ 2 < 1 - ∀ ( 5)

如果 ∃~∈ M 0,则

p
F
ia ( ∃~) = 1 - p a-

F
i( ∃~) < 1 - ∀ ( 6)

由式( 4) 得

p
�
a ( �~) =

( 1 - ∀)∑
∃~∈M

0

p ∃~
S#( �~) + ( 1 - ∀)∑

%~∈N
0

p %~
S#( �~) =

　( 1 - ∀)∑
∃~
p ∃~

S#( �~)　　　　　　　　　　　 ( 7)

由于∑
∃~
p ∃~

S#( �~) = 1,于是 p
�
a ( �~) ≤ 1 - ∀。因此

Q ( � , �~) = 1 - p
�
a ( �~) ≥ ∀ ( 8)

(证毕)

可以看出, 定理 2所研究的基底集合中, 每个单

元都没有可靠的输入数组。如果基底集合中存在具

有可靠的输入数组的单元, 那么在此集合上建立的

系统是否有类似于定理 2的结果呢?下面着重讨论

这一问题。

4　常可靠故障源的模型及在其作用

下系统可靠性的评估

　　设集合B2 = {F 1, F 2,⋯, F i, ⋯} , 其中B中的单

元 F i 在正常状态下实现函数 f i( x 1, x 2 ,⋯, x n
i
) , 且

F i 至少有一个可靠的输入数组, 在这些可靠的输入

数组上 f i 取相同的逻辑值。

设F i 的可靠输入数组为&~1 , &~2,⋯, &~m
i
, 1≤m i <

2n
i;并设置常数

∀= inf
i

min
�~≠&~

i
, i= 1,⋯, m

i

!Fi ( �~) ( 9)

其中 !Fi 定义与第 3节相同,且 0 < ∀< 1/ 2。

　　定义9　存在故障源S 2, 如果在它的作用下, 任

何具有可靠输入数组的单元在其可靠输入数组上实

现相同的逻辑值,则称 S2为常可靠故障源。

　　对于常可靠故障源作用下的系统, 其可靠性估

计定理如下:

　　定理 3　 对任何在常可靠故障源 S2 作用下的

系统 � ,如果它在正常状态下不实现常逻辑值,则必

存在某一输入数组 ~, 满足Q ( � ,  ~) ≥∀,即在输入数

组  ~上 � 的不可靠度不可能小于常数 ∀。

图 2　常可靠故障源作用下的系统

　　证明　如图2所示, 设� 在正常状态下不实现
逻辑常值,且其输出端 F i 具有 mi 个可靠输入数组,

设为 &~1, &~2,⋯, &~m
i
, 1≤ mi < 2n

i ,并且

f i( &~1) = f i ( &~2 ) = ⋯ = f i( &~mi ) = a

　　因为 � 在正常状态下不实现逻辑常值, 所以可

取输入数组 ~, 使 f ( ~) = a
-。当子系统 S #出现数组 ∋~

= ( ∋1, ∋2 ,⋯, ∋n
i
)时,对系统�在 ~上进行概率分析,

得

p
�
a- ( ~) = ∑

∋~
p ∋~

S#( ~) p F
ia- ( ∋~) =
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∑
∋~≠&~

i

p ∋~
S#(  ~) p

F
i

a
- ( ∋~) + ∑

m
i

j = 1
p

S#&j ( 
~) p

F
i

a
- ( &~j ) ( 10)

显然, p F
ia

- ( &~j ) = 0;而当 ∋~= &~j 时, 有

p
F
ia

- ( ∋~) = 1 - ∀,　j = 1, 2, ⋯, mi ( 11)

且∑
∋~≠&~

j

p ∋~
S#( ~) = 1。由此得

p
�
a-(  ~) = ( 1 - ∀)∑

∋~
p ∋~

S#( ~) = 1 - ∀ ( 12)

最后得

Q( � ,  ~) = 1 - p
�
a-(  ~) ≥ ∀ ( 13)

(证毕)

很容易找到许多不是常可靠故障源的例子, 并

可构造不满足定理 3的系统。

5　结　　论

　　本文研究了故障源作用下没有可靠输入数组系

统的可靠性评估, 并建立了常可靠故障源的模型,给

出并证明了在其作用下系统可靠性的估计定理。由

上述分析及不可靠单元构成充分可靠系统的定义,

可以证明在常可靠故障源作用下的单元不可能构成

充分可靠的系统。
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