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混 合 动 态 系 统 的 稳 定 性
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(清华大学 自动化系,北京 100084)

摘　要: 讨论混合动态系统( HDS)的稳定性问题 。首先给出关于 HDS的稳定性、可吸收性和渐近稳定

性的几个结论,然后给出关于 HDS 的 Lyapunov 稳定性定理。
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Abstr act: The problems of Lyapunov stability ar e studied. First, some results about stability, at-

tr actability, and asymptotical stabilit y of hybrid dynamic syst ems are given out . And then Lyapunov

stability theorem of hybrid dynamic syst ems is pr esent ed.
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1　引　　言

　　近年来, 许多学者对混合动态系统的 Lyapunov

稳定性问题进行了研究[ 1～4] , 所得结论中,有些对一

般的非线性系统成立, 有些则只应用于线性系统。关

于 Lyapunov 稳定性的大多结果, 都要求一个或多

个辅助函数的存在性条件成立, 而这些函数通常就

是 Lyapunov函数的推广。

本文进一步研究混合动态系统的稳定性问题,

推导出一系列结论,并讨论了混合动态系统的 Lya-

punov稳定性问题。

2　预备知识

　　混合动态系统(HDS) 所覆盖的领域非常广泛。

现有文献中给出了若干关于 HDS 的定义, 通常每个

定义都有其相应的应用领域。本文采用由Ye等
[ 5]
给

出的定义。

定义 1　设 S 为 T 上由一族运动组成的集合,

定义为S < {p( õ, a, t0) ∈ +, p( t 0, a , t0) = a}。称 5

元组 {T , X, A, S , T 0} 为混合动态系统(HDS)。其

中, T 是时间集合(通常为 R
+
) , X 是系统的状态集

合,其度量为 d, T 0 < T 是初始时间集合, A < X 是

系统的初始状态集合, S是运动集合, 其定义为p( õ,

a , t0) : T → X。

注 1　 为简便计, 这里引用了文献[ 5] 中关于

HDS定义的一个简化版本。关于HDS定义的严格叙
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述,参见文献[ 5]。

　　定义 2　设{T , X , A, S, T 0}为 HDS。如果 a ∈

M且可导出对所有的 t∈ Ta, t
0
和p (õ, a , t0) ∈S ,均

有p ( t, a , t0)∈M,则称集合M< A为关于S的不变

集合;如果{x0}是一个关于 S 的不变集合, 则称 x0

∈ A 为系统的平衡点。

定义3　设{T, X, A, S , T 0}为 HDS,M < A为

关于S 的一个不变集合。对任意的 E> 0和 t0∈T 0,

存在一个G= G( E, t0) > 0,当d ( a,M) < G时, 对所

有的 t∈T a, t
0
和p(õ, a, t 0) ∈S , d(p ( t , a, t 0) ,M) <

E成立,则称(S ,M) 稳定。

上述定义中的G= G(E) 如果独立于初始时间 t0

∈ T 0, 则称( S,M) 一致稳定。

定义4　设{T, X, A, S , T 0}为 HDS,M < A为

关于 S 的不变集合。称(S, M) 可吸收, 如果对任意

的 t 0∈T 0,存在G( t0) > 0,当d( a ,M) < G( t0)时,有

lim
t→∞
d(p ( t, a , t0) ,M) = 0 ( 1)

对所有的 t ∈T a, t
0
和 p( õ, a, t0) ∈ S 成立。

对任意的 E> 0和 t0∈ T 0,存在 G> 0和T (E)

> 0, 当d ( a,M) < G时,对所有的 t≥ t0 + T ( E) 和

p (õ, a , t0) ∈S , d(p ( t , a, t 0) ,M) < E成立,则称(S,

M) 一致稳定并一致可吸收。

定义5　设{T, X, A, S , T 0}为 HDS,M < A为

关于 S 的不变集合。称(S, M) 渐近稳定, 如果它既

稳定又可吸收;称(S ,M) 一致渐近稳定, 如果它一

致可吸收。

设 R 为实数集合, R
+
为非负实数集合, C[R

+
,

R+ ] 为从 R + 到 R+ 的连续函数集合。

定义 6　函数 <∈ C[R
+
, R

+
] 属于 K 类, 如果

<( 0) = 0且<严格递增;函数R∈C[R
+
, R

+
] 属于L

类,如果 R严格递减且lim
r→∞

R( r ) = 0。

3　HDS的稳定性定理

　　为简便计,这里只给出 HDS 的一致稳定性、一

致可吸收性和一致渐近稳定性定理的叙述和证明。

首先给出几个引理,其证明参见文献[ 1]。

引理1　(S ,M) 一致稳定,当且仅当存在函数f

∈ C[R + , R + ] 满足 f ( 0) = 0, 对所有的 t∈ T a, t
0
和

p (õ, a , t0) ∈ S ,有

d(p ( t, a , t0) ,M) ≤ f (d( a ,M) ) ( 2)

成立。

引理2　(S ,M) 一致可吸收, 当且仅当存在G>

0(独立于 t0 ∈ T0) , 函数 g ∈ C[R
+
, R

+
] 满足

lim
r→∞
g( r ) = 0,使得当 d( a ,M) < G时,对所有的 t∈

T a, t
0
和 p( õ, a, t 0) ∈ S ,有

d(p ( t, a , t0) ,M) < g ( t - t0) ( 3)

成立。

引理3　(S ,M) 一致渐近稳定, 当且仅当存在G

> 0(独立于 t0 ∈ T 0) , 函数 f ∈ C[R
+
, R

+
] 满足

f ( 0) = 0,函数g∈C[R+ , R+ ]满足lim
r→∞
g( r ) = 0, 使

得当 d( a ,M) < G时,有

d(p ( t, a , t0) ,M) < f (d( a ,M) )g( t - t 0) ( 4)

对所有的 t∈ T a, t
0
和 p (õ, a , t0) ∈ S 成立。

定理 1　(S ,M) 一致稳定, 当且仅当存在函数

f 1, f 2∈ C[R
+
, R

+
] , 满足 f 1( 0) = f 2( 0) = 0,以及

inf
r∈[E,∞)
f 1( r ) > 0对任意的 E> 0成立,使得

f 1(d( p( t , a, t 0) ,M) ) ≤ f 2(d( a ,M) ) ( 5)

对所有的 t∈ T a, t
0
和 p (õ, a , t0) ∈ S 成立。

证明 　必要性:由引理 1 知, 存在函数 f 2 ∈

C[R
+
, R

+
] 满足 f 2( 0) = 0,使得

d (p( t , a , t0) ,M) ≤ f 2(d( a ,M) ) ( 6)

对所有的 t∈ T a, t
0
和 p (õ, a , t0) ∈ S 成立。

取函数 f 1∈ C[R
+
, R

+
] 满足 f 1( 0) = 0, 以及

inf
r∈[E,∞)
f 1( r ) > 0对任意的 E> 0成立, 使得 f 1( r) ≤

r。因此

f 1(d (p( t , a, t 0) ,M) ) ≤

d (p( t , a , t0) ,M) ≤ f 2(d( a ,M) ) ( 7)

对所有的 t∈ T a, t0 和 p (õ, a , t0) ∈ S 成立。

充分性:对任意的E> 0和 t0∈T 0 ,设 inf
[E,∞ )
f 1( r )

= G0(E)。由 f 2( 0) = 0知存在G( E) > 0(独立于 t0∈

T 0) ,使得当 d( a ,M) < G时,有 f 2(d( a,M) ) < G0。

　　 设 d( a ,M) < G。由 f 1(d(p ( t , a, t 0) ,M) ) ≤

f 2(d ( a,M) ) < G0知, d(p ( t , a, t 0) ,M) < E对任意的

p ( õ, a, t0) ∈S和 t∈T a, t
0
成立。因此(S ,M) 一致稳

定。(证毕)

定理2　(S,M) 一致可吸收,当且仅当存在G>

0, 函数 f ∈ C[R
+
, R

+
] 满足 f ( 0) = 0, 以及

inf
[E,∞)
f ( r ) > 0对任意的E> 0成立,函数g ∈C[R+ ,

R + ] 满足lim
r→∞
g ( r) = 0,使得当 d( a ,M) < G时, 有

f (d(p ( t, a , t0) ,M) ) ≤ g( t - t0) ( 8)

对所有 t ∈T a, t
0
和 p( õ, a , t0) ∈ S 成立。

证明　必要性:取 f ∈C[R + , R+ ] 满足f ( 0) =

0, inf
[E,∞)
f ( r) > 0对任意的E> 0成立,使得 f ( r )≤ r。

由引理 2知存在 G> 0, 函数 g ∈ C[R
+
, R

+
] 满足

lim
r→∞
g( r ) = 0,使得当 d ( a,M) < G时,有
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f (d(p ( t, a , t0) ,M) ) ≤

d(p ( t , a, t 0) ,M) ≤ g( t - t 0) ( 9)

对所有 t∈ T a, t
0
和 p (õ, a , t0) ∈ S 成立。

充分性:对任意的 E> 0和 t0∈ T 0 ,设 inf
[E,∞)
f ( r)

= G0( E) > 0。由lim
r→∞
g ( r) = 0知存在充分大的常数

T (E) > 0(独立于 t0∈T 0) , 使得当t > t0 + T (E) 时,

有 g( t - t 0) < G0。

设 d( a ,M) < G和 t > t0 + T (E)。由 f (d(p ( t,

a, t 0) ,M) ) ≤g ( t - t 0) < G0知, d(p ( t, a , t0) ,M) <

E对任意的 t > t 0 + T (E) 和p (õ, a , t0) ∈S 成立。因

此(S,M) 一致可吸收。(证毕)

定理3　(S,M) 一致渐近稳定,当且仅当存在G

> 0,函数V∈C[R
+
, R

+
] 满足V( 0) = 0, inf

[E,∞]
V( r)

> 0对任意的E> 0成立, f ∈C[R
+
, R

+
] 满足 f ( 0)

= 0,函数g∈C[R+ , R + ] 满足lim
r→∞
g ( r) = 0,使得当

d( a ,M) < G时, 有

V(d (p( t , a, t 0) ,M) ) ≤

f (d( a ,M) )g( t - t 0) ( 10)

对所有 t∈ T a, t
0
和 p (õ, a , t0) ∈ S 成立。

证明　必要性:取 V ∈ C[R+ , R+ ] 满足 V( 0)

= 0, inf
[E,∞)
V( r) > 0对任意的E> 0,使得V( r ) ≤ r。

由引理 3知存在 G> 0, 函数 f ∈ C[R + , R + ] 满足

f ( 0) = 0,函数g∈C[R + , R + ] 满足lim
r→∞
g( r ) = 0,使

得当d ( a,M) < G时,有

V(d (p( t , a, t 0) ,M) ) ≤

d(p ( t, a , t0) ,M) ≤

f (d( a ,M) )g( t - t 0) ( 11)

对所有 t∈ T a, t
0
和 p (õ, a , t0) ∈ S 成立。

充分性:首先证明(S ,M) 一致稳定。由lim
r→∞
g ( r)

= 0知存在常数Mg > 0,使得g( r ) ≤Mg。对任意的

E> 0和 t0∈ T 0,设 G0( E) = inf
[E,∞)
V( r ) > 0。由 f ( 0)

= 0知存在 G1(E) > 0(独立于 t 0∈T 0) ,使得当 r ∈

[ 0, G1] 时,有 f ( r ) < G0 /Mg。设G2 = min{G, G1}(独立

于 t0∈T 0) 和d( a ,M) < G2。由V(d( p( t , a, t 0) ,M) )

≤Mgf (d ( a,M) ) < G0知, d(p ( t, a , t0) ,M) < E对任

意的p( õ, a, t0) ∈S 和 t∈T a, t
0
成立。因此(S,M) 一

致稳定。

显然,存在常数Mf > 0, 使得当 r ∈ [ 0, G] 时,

有 f ( r ) ≤ Mf。因此存在 G> 0, 函数 V ∈ C[R + ,

R
+
] 满足V( 0) = 0, inf

[E,∞)
V( r) > 0对任意的E> 0成

立, 函数Mf g∈ C[R
+
, R

+
] 满足lim
r→∞
M fg ( r) = 0, 使

得当 d ( a,M) < G 时, V(d (p( t , a, t 0) ,M) ) ≤

f (d( a ,M) )g( t - t 0) < Mf g( t - t 0) 对任意的 t∈

T a, t
0
和 p( õ, a, t 0) ∈ S 成立。

由定理 2知(S,M) 一致可吸收, 因此(S,M) 一

致渐近稳定。(证毕)

4　Lyapunov稳定性

　　设时间集合 T 为非负实数集合 R +。

定理4　设{R+ , X, A, S , R+0 }为HDS,M < A。

如果:

1) 存在函数 V:X × R+ → R+ , f 1 ∈ C[R+ ,

R + ] 满足f 1( 0) = 0, inf
[E,∞)
f ( r ) > 0对任意的E> 0成

立, f 2 ∈C[R + , R+ ] 满足 f 2( 0) = 0,使得

f 1(d(x ,M) ) ≤V(x, t) ≤

f 2(d(x ,M) ) ( 12)

对所有x ∈ X 和 t∈ R + 成立;

2) 存在函数 h∈C[ R+ , R+ ] 满足h( 0) = 0, 使

得

V(p ( t, a , t0) , t ) ≤h(V( a, t0) ) ( 13)

对所有 t∈ R
+
和 p( õ, a, t 0) ∈S 成立,则(S, M) 是

不变的且一致稳定。

证明　设a∈M,由V( a , t0) ≤f 2(d( a ,M) ) 知

V( a , t0) = 0。由条件2) 可知V(p ( t, a , t0) , t) = 0, 由

条件1)可得出d(p ( t, a , t0) ,M) = 0,所以p ( t, a , t0)

∈M对所有 t∈ R
+
和p (õ, a, t 0) 成立。因此(S,M)

是不变的。

对任意的E> 0和 t0∈R +0 ,设 inf
[E,∞)
f 1( r) = G0(E)

> 0。由 h( 0) = 0 知存在 G1(E) > 0(独立于 t 0 ∈

R
+
0 ) ,使得当 V( a , t0) < G1时,有 h(V( a, t 0) ) < G0。

由于 f 2( 0) = 0, 由 V( a, t 0) < f 2(d( a ,M) ) 知

存在 G(E) > 0(独立于 t 0∈ R
+
0 ) ,使得当 d( a ,M) <

G( E) 时,有 V( a , t0) < G1。

设 d( a,M) < G。由 f 1(d(p ( t, a , t0) ,M) ) ≤

h(V( a, t0) ) ≤G0知, d (p( t , a , t0) ,M) < E对任意的

p (õ, a, t 0) ∈ S 和 t∈ R+ 成立。因此(S,M) 一致渐

近稳定。(证毕)
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法每次总能得到 2 859. 81 的最好结果, 改进了

15%。不同的是, 在1 000次实验中, B算法 100%收

敛于现有最好结果,求解质量极为稳定。

对于随机产生的 160个问题, B算法有 50%～

95%的几率得到优于 GCA 的结果,无劣于 GCA 的

情况出现。结果平均改善了 3. 65%～11. 76%, 大幅

度超过了遗传算法和模拟退火算法,求解质量也非

常稳定。
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5　结　　论

　　本文研究了混合动态系统的稳定性问题,导出

了一系列等价性的结论。关于 Lyapunov函数和本

文结论中的一些函数的结构性问题将在后续文章中

给出。这些问题包括:是否存在同一函数对所有的子

系统均成立, 如果存在这样的函数,其结构如何;对

每一个子系统,都有其各自的 Lyapunov函数, 在这

种情形下,其结构又该如何。
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