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摘　要: �算法是求解全局优化问题的高效算法, 通过利用子算法的组合、搜索空间的压缩来快速求解

全局优化问题。针对组合优化问题有限解空间和复杂高维邻域系统的特点,引入表达求解该问题的邻域

系统的实值函数,以此为基础提出了离散 �算法( DBA ) , 并讨论了其基本性质和收敛性。
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Abstract: DBA ( D iscr ete Beta-A lgor ithm ) is an efficient alg or ithm for g lobal optim al pr oblem. Com-

bining subalg or ithms and searching compressed, ev aluat ions are bounded. Continuous optimization

pr oblem s can be efficiently so lv ed. In combinator ial optimiza tion problems, sear ching is pr eformed in a

limited set and the dimension is normally v ery high. A real value funct ion is involved in the comput ation

t o represent the neighbo r-system of the problem . Based on this improvement, DBA is pr esented and t he

pr opert ies and conver g ence ar e discussed.
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1　引　　言

　　�算法是求解全局优化问题的高效算法, 它通

过利用子算法的组合、搜索空间的压缩来快速求解

全局优化问题。但以连续解空间为背景的算法在求

解组合优化问题时, 无法针对组合优化问题特点进

行更有效的处理。针对这一问题, 本文提出了离散 �
算法( DBA) , 并讨论了其基本性质和收敛性。

2　基本定义

　　不失一般性,这里研究的问题表示为

min
x∈�

f ( x ) ( 1)

其中, � 是表达可行域的任意有限集合, f 是在 � 上
的一个有界实值函数。可将 � 表示为

� = { 1, 2,⋯, N } ( 2)

将近似解定义为集合

U
*

= {u� f ( u) ≤ m in
x∈�

f ( x ) +  , u∈ � } ( 3)

其中  是预先给定的允许误差(若 = 0,则 U
*
便为

问题( 1) 的精确解)。
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　　为求解问题( 1) ,需给出实数值函数 g, 使得对

于 � x , y ∈ � ,有

g ( x , y ) ≥ 0, 　g( x , x ) > 0

该函数表达了求解该问题的邻域系统, 它充分体现

了组合优化问题有限解空间和复杂高维邻域系统的

特点,是 DBA 的基础。

在描述算法前, 首先给出一些基本定义(对于

� h ∈ R) :

定义 1

!h ( x , y ) =

g( x , y ) ∀h ( y )

∑
N

z = 1

g( x , z ) ∀h ( z )
,　∑

N

z = 1

g( x , z ) ∀h ( z ) > 0

0,　∑
N

z = 1

g( x , z ) ∀h( z ) ≤ 0

( 4)

　　定义 2　 若 � { z 1 , z 2 ,⋯, z m}  � ,使得

!h
0
( x , z 1 ) > 0,　h0 = f ( x ) + h

!hi ( z i, z i+ 1 ) > 0,　!hm( z m, y ) > 0

h i = min( hi- 1 , f ( z i ) + h) ,　i = 1, 2,⋯, m

则记为 �h( x , y )。

定义 3　若 � { z 1, z 2,⋯, z m}  � , 使得

!h
0
( x , z 1 ) > 0,　h0 = f ( x ) + h

!h
i
( z i, z i+ 1 ) > 0,　!h

m
( z m, y ) > 0

h i = min( hi- 1 , f ( z i ) + h) ,　i = 1, 2,⋯, m

f ( y ) < hm - h

则记为 �*
h ( x , y )。

　　定义 4

L�h ( x ) = { y ��h ( x , y ) , y ∈ � }

L�*
h ( x ) = { y ��*

h ( x , y ) , y ∈ � }
( 5)

　　定义 5

J�h ( y ) = { x ��h ( x , y ) , x ∈ � }

J�h ( B) = { x �� b∈ B , �h( x , b) , x ∈ � }
( 6)

　　定义 6　若 h ∈ R, 使得 �  J�h ( U *
) , 且对

� x ∈ � ,有 L�h( x )  � ,则 �h遍历。
　　定义 7　

h�( x , y ) = inf {h��h( x , y ) , h∈ R }

h�( x , B) = inf{h�� b∈ B, �h ( x , b) , h ∈ R}

( 7)

　　围绕以上定义,有如下一些性质:

　　性质 1

1) �*
h ( x , y ) ! �h( x , y )

2) L �*
h ( x )  L�h( x )

　　性质 2　 若 h0≥ h1, 则有

1) � h
1
 � h

0

2) � *
h

1
 � *

h
0

　　性质 3　设 h0≥ h1 ,则有

1) ∀h 0( x ) ≥ ∀h1 ( x )

2) !h
1
( x , y ) > 0 ! !h

0
( x , y ) > 0

　　性质4　设 h0≥h1, 若�h
1
( x , y ) ,则 �h

0
( x , y )。

　　性质 5　设 h0 ∀ h1 ,则有

1) L�h
1
( x )  L �h

0
( x )

2) L�*
h

1
( x )  L�*

h
0
( x )

　　性质 6　若 �*
h ( x , y ) ,则有

1) L�h ( y )  L�h ( x )

2) L�*
h ( y )  L�*

h ( x )

3　算法的基本机理

　　算法将搜索划分成若干并发的阶段模块, 每个

阶段给予不同的 h, 这样每个阶段都有自己的

L �h ( x ) 和 L�*
h ( x )。对任意的 x , h 较大的阶段

L �h ( x ) 就大; h较小的阶段 L�h( x ) 就小。同一阶段

中,若 y ∈L �*
h ( x ) , 则L�h( y )  L �h ( x ) 且L �*

h ( y )

 L�*
h ( x ) , 即目标函数值较大的 x , L�h ( x ) 就大;

目标函数值较小的 x , L�h ( x ) 就小。

在两个方向上寻找压缩搜索范围的方法: 一方

面通过各个阶段 h的下降,使得 L�h ( x ) 和 L�*
h ( x )

向U
*
压缩; 另一方面通过将新的搜索点转移到

L �*
h ( x ) 中, 使得 L�h( x ) 和 L�*

h ( x ) 向 U
*
压缩。同

时,有 U
* ∩L�h�( x, U * ) ( x ) ≠ # 恒成立,即压缩搜索

范围不会将 U
* 从搜索范围中排除。于是随着算法

的运行, L�*
h ( x ) 将逐渐变得与 U

* 足够相近, 而搜

索过程最终会落入 U
* 中的点。

4　算法的步骤及局部搜索方法

　　算法的框图如图 1所示。

　　算法各个阶段形成串级结构, 第一阶段也必须

满足遍历性,且有

h1≥ h2≥⋯≥ hn ( 8)

各个阶段的求解信息逐级向下一阶段传递, 形成一

个信息搜索流水线。

在图1中, L�h( x ) 是随机选取样本 y 的范围。在

x 的邻域中随机选取样本 y ,使得

Px ( y ) ≥ c !h( x , y ) ( 9)

其中常数 c ∈ ( 0, 1] 给邻域搜索以灵活性。一般可
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图 1　(#, h) �算法框图

借鉴 Tabu Search
[ 2]
等局部搜索宏观化方法, 这样

不但可加速算法的收敛,缩短平均收敛时间,而且对

长期收敛性并无影响。

5　收敛性

　　离散�算法以概率1收敛于全局最优解集或足

够好地近似解集。这里给出相关引理及其证明。

引理 1　若离散 �算法符合遍历性前提,而搜

索起点位于 � 内部,则算法总在 � 内部搜索。
引理 2　若 �算法符合遍历性前提,则 � P  >

0, 使得该算法 h阶段每 N 步收敛于 U
* 的概率 PN

≥ P  > 0。

证明　若 �算法符合遍历性前提,即� h∈R,

使得�  J �h ( U * )。则由定义知,对 � x ∈� , � u∈

U
* , �h ( x , u) ,即 � { z 1 , z 2 ,⋯, z m}  � ,使得

!h
0
( x , z 1 ) > 0,　h0 = f ( x ) + h

!h
i
( z i, z i+ 1 ) > 0,　!h

m
( z m, u) > 0

h i = min( hi- 1 , f ( z i ) + h) ,　i = 1, 2,⋯, m

此时,若 z i = z j , 设 i < j , 则有 h i ≥h j。因此

!hj ( z j , z j + 1) > 0 ( 10)

!h
i
( z j , z j+ 1 ) > 0 ( 11)

即　　　　　　　!h
i
( z i, z j + 1) > 0　　　　　( 12)

于是必 � { v 1, ∃ , vm+ i- j }  � ,使得

!h
0
( x , v 1) > 0,　h0 = f ( x ) + h

!hk ( v k, v k+ 1 ) > 0,　!hm+ i- j ( vm+ i- j , u) > 0

hk = min( hk- 1 , f ( v k) + h)

k = 1, 2⋯, m + i - j

其中

v k =
z k,　 　k ≤ i

z k- i+ j , 　k > i
( 13)

所以 � {w 1, ∃, w m′}  � ,使得

!h0 ( x , w 1 ) > 0,　h0 = f ( x ) + h

!h
k
( w k, w k+ 1 ) > 0,　!m′( w m′, u) > 0

hk = min( hk- 1 , f ( w k ) + h) , 　k = 1, 2,⋯, m′

其中,不存在 i < j 使得w i = w j。因此 m′≤ N。

对于 �算法的 h 阶段采样序列, 经 w 1 , w 2,⋯,

w m 抵达U
* 的概率必大于等于

P  = ( c ! ) N > 0 ( 14)

其中

! = min
x, y∈� , !

h
( x, y ) > 0

!h ( x , y ) ( 15)

　　由 x 的任意性,并由引理 1知

PN ≥P  > 0 ( 16)

　　(证毕)

　　引理3　若 �算法符合遍历性前提,则 � P  >

0,使得该算法每 N 步收敛于 U
* 的概率

P
′
N ≥P  > 0 ( 17)

　　 由以上引理可给出算法的收敛性定理及其证

明:

　　定理 1　若 �算法符合遍历性前提, 则该算法

以概率 1收敛于 U
* 。

　　证明　若 �算法符合遍历性前提, 即 � P  >

0,使得该算法每 N 步收敛于 U
* 的概率( 17) 成立。

于是算法以概率

P = 1 - ∏
∞

i= 1

( 1 - P
′
N ) = 1 - 0 = 1 ( 18)

收敛。(证毕)

6　应用结果

　　本文给出的离散 �算法已成功地应用于求解
生产调度排程等组合优化难题[ 3]。给定问题用丰田

GCA 得到的结果为 3 293。以此为基准,遗传算法计

算得到的最好结果仅为 3 073,改进了 7%。模拟退

火有时可得到 2 859. 81的最好结果,改进了 15% ,

但 100次实验中 48%不能得到现有最好结果。�算
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法每次总能得到 2 859. 81 的最好结果, 改进了

15%。不同的是, 在1 000次实验中, �算法 100%收

敛于现有最好结果,求解质量极为稳定。

对于随机产生的 160个问题, �算法有 50%～

95%的几率得到优于 GCA 的结果,无劣于 GCA 的

情况出现。结果平均改善了 3. 65%～11. 76%, 大幅

度超过了遗传算法和模拟退火算法,求解质量也非

常稳定。
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5　结　　论

　　本文研究了混合动态系统的稳定性问题,导出

了一系列等价性的结论。关于 Lyapunov 函数和本

文结论中的一些函数的结构性问题将在后续文章中

给出。这些问题包括:是否存在同一函数对所有的子

系统均成立, 如果存在这样的函数,其结构如何;对

每一个子系统,都有其各自的 Lyapunov 函数, 在这

种情形下,其结构又该如何。
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