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含时变不确定线性系统的自适应鲁棒跟踪控制
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摘　要: 针对系统的不确定性和扰动满足匹配条件,不确定性界和扰动界未知的情形, 讨论含时变不确

定性线性系统的鲁棒跟踪问题。自适应控制器的设计不涉及不确定性界和扰动界, 运用变结构方法, 可

使带扰系统实现渐近跟踪。该方法适合一类较广泛的不确定系统, 鲁棒性较强。仿真例子表明了该方法

的有效性。
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Abstract: The problem o f r obust tr acking contr ol fo r a class o f linear sy stems w it h time-vary ing uncer-

tainties and disturbance is studied. The uncerta inties and disturbance are bounded by unknow n bounds,

w hich ar e no t need to be consider ed in the pr oposed adaptiv e contr oller design. When cer tain matching

condit ions ar e sat isfied, the system w ith disturbance may tr ack asymptot ically t he know n object by t he

var iable-st ructure w ay . Compared w it h ex isting r esults, the propo sed method is more effect ive and en-

hances t he r obustness o f contr oller s. T he simulation demonst rates the effect o f this method.
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1　引　　言

　　目前,不确定系统的鲁棒性研究大都假设不确

定项的界是已知的 [ 1～5] , 且控制器的设计也是基于

这样的界。但实际系统中该界难以精确估计,且随着

时间、地点等因素的变化,系统的不确定性本身也在

不断变化。若不确定项的实际界超过了设计者所估

计的界,仅利用估计界所得到的控制器则难以达到

预期的性能指标,甚至导致系统的不稳定;但若估计

界过于保守, 比实际界要大得多, 则如文献[ 1～5]所设

计的控制器虽能满足设计者所要求的性能指标, 但

控制器的保守性较大,控制增益较高。因而, 对具未

知不确定界系统的鲁棒性研究是十分有意义的。

本文研究含时变不确定性线性系统的鲁棒跟踪

其不确定项满足通常的匹配条件且有界,但此界是

未知的, 甚至可以任意大。通过自适应方法, 基于
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Riccat i方程,设计自适应控制器。在控制器的构成

中,利用自适应变量的信息来补偿系统的不确定性

信息, 克服了以往鲁棒跟踪控制方法中需假设不确

定性界已知的缺陷。变结构方法的运用,使系统的输

出能渐近跟踪某一参考模型的输出。与系统不确定

性界和扰动界已知的情形相比, 本文方法更为有效。

2　系统描述

　　考虑如下不确定线性系统

x
�= [ A + �A ( t ) ] x + [ B + �B( t ) ] u +

d( q( t ) ) ,　y = Cx ( 1)

其中, x ∈R
n, u∈R

m和 y ∈R
p 分别为系统的状态、

控制输入和系统的输出, d( q( t ) ) ∈R
n
为加性扰动;

�A ( t) 和 �B ( t) 为系统的时变不确定性, 且关于时

间 t是分段连续的; 假定系统加性扰动的变参数向

量 q( t ) ∈ � 是 Lebesgue可测的, � ∈ R
n是有界紧

集; A , B 和 C 是具有相应维数的系统矩阵。文中

‖* ‖表示向量的欧氏范数或矩阵的诱导范数。

本文要解决的问题是: 对于系统( 1) 设计控制

器,使系统的输出 y ( t ) 鲁棒渐近跟踪参考模型的输

出 y m( t)。假定 y m( t) 是如下参考模型的输出

x�m = Amx m,　ym = Cmx m ( 2)

其中, x m ∈ R
nm , y m∈ R

p ,并假定系统( 2) 的状态有

界。

关于系统( 1) 和( 2) ,有如下假设:

假设 1　矩阵对( A , B ) 是可控的。

由假设 1知, 下列 Riccat i方程

( A +  I ) TP + P ( A +  I ) - !PBB
T
P + ∀I = 0

( 3)

有正定解P ,其中  , !和 ∀是正常数。
假设2　关于系统( 1) 的不确定性和加性扰动,

存在分段连续函数矩阵D ( t ) , E( t) 和分段连续函数

向量 f ( t) ,使得

�A ( t ) = BD ( t ) ,　�B ( t) = BE( t )

d( q( t ) ) = Bf ( t ) ( 4)

且存在非负常数 #, ∃和 N ,使得

‖D ( t)‖≤ #, ‖E( t )‖≤ ∃< 1, ‖f ( t)‖≤ N

( 5)

其中 #, ∃和 N 是未知常数。

假设 3
[ 3～5]
　对于欲跟踪模型( 2) , 存在矩阵 G

∈ R
m×n

m, H ∈ R
n×n

m ,满足如下矩阵方程

A B

C 0

G

H
=

GA m

Cm

( 6)

3　自适应鲁棒跟踪控制器的设计

　　基于以上假设,构造如下自适应鲁棒跟踪控制

律

u =

- %1BT
P ( x - Gx m) -

%2 B
T
P ( x - Gx m)

‖B
T
P ( x - Gx m)‖

+ H x m

　　　B
T
P ( x - Gx m) ≠ 0

H x m,　B
T
P ( x - Gx m) = 0

( 7a)

%
�

1 = & 1‖B
T
P ( x - Gx m)‖2, 　%1( 0) ≥ 0

%
�

2 = & 2‖B
T
P ( x - Gx m)‖,　%2 ( 0) ≥ 0

( 7b)

其中, P由式( 3) 确定, G和H 由式( 6)确定; & 1和& 2

是可调整的设计参数,且大于零。

为叙述方便,引入误差变量 z = x - Gx m,并令

v = u - H x m。则由系统( 1) , ( 2) , 式( 6) 及假设 2, 3

得到误差动态方程

z
�= ( A + �A ( t) ) z + ( B + �B ( t) ) z + BF

( 8)

其中 F = ( D ( t ) G + E( t ) H ) x m + f ( t) 可视为误差

系统( 8) 的集中性扰动,且有

‖F‖≤ ( #‖G‖ + ∃‖H‖)‖x m‖ + N ≤ f

( 9)

这里, 虽然参考模型的状态 x m 的界是可知的, 但由

假设 2知, f 仍是未知的非负常数,而参考输入 v 可

表示为

v =
- %1BT

P z - %2 B
T
P z

‖B
T
P z‖

,　B
T
P z ≠ 0

0,　B
T
P z = 0

( 10)

　　注1　由式( 8) , ( 9) 知, 关于系统( 1) 跟踪系统

( 2) 的问题实际上就是误差系统( 8) 的镇定问题。因

此, 仅需考虑如何设计控制器使系统( 8) 渐近稳定

即可。

　　 注 2　控制器( 7) 的一个显著特点是, 控制器

的设计未涉及到系统的不确定性和扰动,因而无需

知道系统不确定性的界和扰动的界, 这是以往控制

器设计中存在的缺陷。为使自适应变量保持有界, 这

里仍假设系统不确定性和扰动有界, 但界可以是未

知的。

定理1　若系统( 1) 和( 2) 满足假设1～3,采用

式( 7) 的自适应鲁棒跟踪控制律,则系统( 1) 的输出

将渐近跟踪参考模型系统( 2) 的输出, 保证自适应

变量 %1和 %2有界,且有lim
t→∞
%i = 0( i = 1, 2,⋯, )。
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证明　为考察误差动态系统( 8) 和控制律( 7)

构成的闭环系统的稳定性, 构造如下Lyapunov函数

　　V ( t) = z
T
P z + ( 1 - ∃) & - 1

1 (%1 - %*1 ) 2 +
　 　　　( 1 - ∃) & - 1

2 (%2 - %*2 ) 2 ( 11)

其中

%*1 =
1

2( 1 - ∃) ! +
1
∀#

2 ,　%*2 =
1

1 - ∃f

为便于证明, 令

V ( t) = V 1 ( t ) + V 2( t ) + V 3 ( t)

其中

V 1( t ) = z
T
P z

V 2( t ) = ( 1 - ∃) & - 1
1 (%1 - %*1 ) 2

V 3( t ) = ( 1 - ∃) & - 1
2 (%2 - %*2 ) 2

由假设 1和式( 3) , ( 8) 知

V
�

1 = - 2 z T
P z - ∀‖z‖2 + !z TPBB

T
P z +

2z
T
PB( v + E v + D z + F )

由式( 7) ,有

2z
T
PB z = - 2%1‖B

T
Pz‖

2
- 2%2‖B

T
Pz‖ ( 12)

2z TPBEv ≤ 2∃( %1‖B
T
Pz‖2 + %2‖B

T
P z‖ ( 13)

2z TPB ( Dz + F) ≤
1
∀#

2‖B
T
P z‖2 +

　　　　　　　　 ∀‖z‖
2
+ 2f ‖B

T
Pz‖ ( 14)

由式( 12) ～ ( 14) 知

V
�

1≤- 2 z TPz - 2( 1 - ∃)%1 - ! - 1
∀#

2 ×

‖B
T
P z‖2 - 2[ ( 1 - ∃) %2 - f ]‖B

T
P z‖

( 15)

由式( 7b) 得

V
�

2 = 2( 1 - ∃)%1 - ! -
1
∀#

2 ‖B
T
Pz‖2 ( 16)

V
�

3 = 2[ ( 1 - ∃)%2 - f ]‖B
T
Pz‖ ( 17)

由式( 15) ～ ( 17) 得

V
�

( t) ≤- 2 z TP z ≤ 0 ( 18)

由式( 18) 知V
�

( t) = 0仅当z = 0时成立,即V ( t) 是

单调下降的。由式( 11) 和( 18) 知

0≤ V ( t) ≤ V ( 0) =

z
T
( 0) P z ( 0) + ( 1 - ∃) & - 1

1 (%1( 0) - %*1 ) 2 +
( 1 - ∃) & - 1

2 ( %2 ( 0) - %*2 ) 2

由式( 11) 有

z
T
P z + ( 1 - ∃) & - 1

1 (%1 - %*1 ) 2 +
( 1 - ∃) & - 1

2 (%2 - %*2 ) 2≤ V ( 0)

由式( 3) 有

‖z ( t)‖ ≤
V ( 0)
∋ , 　‖%i ( t) - %*i ‖≤ & iV ( 0)

1 - ∃
( 19)

其中 ∋= (min ( P)。由式( 19) 知,误差系统( 8) 在自适

应律和控制器( 7) 下, 误差状态 z ( t ) 和自适应变量

%i ( t) ( i = 1, 2) 是有界的。由式( 3) 和( 18) 有

∫
t

0
2 ∋‖z ( ))‖2

d)≤ V ( 0) - V ( t ) ≤V ( 0)

( 20)

由式( 19) 和( 20) 知,∫
t

0
2 ∋‖z ( ))‖2d)关于 t 是单

增有界的, 则∫
+ ∞

t
2 ∋‖z ( t)‖

2
dt存在, 且‖z ( t)‖

有界。由式( 3) , ( 8)和假设 2, 3知,‖z
�( t)‖有界, 从

而d(‖z ( t)‖2) / dt有界,所以‖z ( t)‖2关于时间 t

一致连续。进而有, lim
t→+ ∞
‖z ( t )‖ = 0, 即误差系统

( 8) 在控制律( 7) 下是渐近稳定的。由式( 19) 知误差

系统( 8) , 控制律( 7) 构成的闭环系统的状态是有界

的,即自适应变量保持有界。由自适应律( 7b) 知, 自

适应变化率成立,即 lim
t→+ ∞

%
�

i( t ) = 0。由假设 3知

y - y m = Cx - Cmx m =

C( x - Gx m) = Cz → 0,　t→∞

即系统( 1) 的输出 y ( t) 在控制律( 7) 作用下渐近跟

踪参考模型系统( 2) 的输出 y m( t)。

4　仿真算例

　　考虑如下系统

x
�= ( A + �A ) x + ( B + �B ) u + d

y = Cx

欲跟踪模型为

x
�
m = A mx m,　y m = Cmx m

其中

A =
0 1

1 0
,　�A =

0 0

w ( t ) 0
,　B =

0

1

�B = q( t ) ,　d =
0

h( t )
,　C = ( 1, 0)

A m =
0 1

- 1 0
, Cm = ( 1, 0)

不确定性参数为 w ( t) , q ( t) , 扰动参数为h( t )。

当取矩阵 G = I , H = ( - 2, 0) 时, 知假设3被

满足,显然系统( 20) 满足假设 2和假设 3。下面用数

值仿真来说明自适应控制器( 7) 和的有效性。

取 = 1, != 2, ∀= 1,由式( 3) 可得 Riccat i方

程的正定解P 为

P =
8. 743 4 3. 581 1

3. 581 1 2. 581 1

按式( 7) 设计控制器如下
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　　u =
- %1S - %2sgn( S) - 2x m1, 　S ≠ 0

- 2x m1 ,　S = 0

　　
%
�

1 = & 1S
2 ,　%1( 0) ≥ 0

%
�

2 = & 2 S  ,　%2 ( 0) ≥ 0

其中

S = 3. 581 1( x 1 - x m1) + 2. 581 1( x 2 - x m2 )

　　当系统的不确定性w ( t ) = 0 . 2 5+ 0 . 2 5×

sin( 50t) , q( t) = 0. 2sin( 10t ) ,加性扰动h( t) = 0. 1×

co s( 40t) , 可调设计参数& 1 = 0. 1, & 2 = 0. 2, 初始

条件 %1 ( 0) = 1, %2( 0) = 2, x 0 = ( 1, 0. 5) , x m0 =

( - 0. 5, - 0. 85) 时,跟踪结果和自适应变量的变

化情况如图 1,图 2所示。当参数 & 1 , & 2和初始条件

不变, 而系统不确定性 w ( t) = 2. 5 + 2. 5sin( 50t) ,

q( t ) = 0. 6sin( 10t ) , 加性扰动 h( t ) = 0. 6co s( 40t)

时,跟踪结果和自适应变量的变化情况如图 3, 图 4

所示。

由仿真见,当不确定性和扰动界增大时,误差响

应曲线的过渡过程将延长, 但最终仍能使系统实现

渐近跟踪。由此可见本文方法具有较强的鲁棒性。

图 1　跟踪误差曲线

图 2　自适应变量曲线

图 3　跟踪误差曲线

图 4　 自适应变量曲线

5　结　　语

　　本文研究了一类时变不确定性线性系统的鲁棒

跟踪控制问题, 控制器的设计只要求系统的不确定

性和扰动满足匹配条件且有界(但界可以是未知

的)。可见本文设计方法更具广泛性且有效, 能够处

理的不确定性的扰动参数变化范围更广,控制器具

有很强的鲁棒性。变结构方法的运用,可使带扰系统

实现渐近跟踪。
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