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摘　要: 研究D elta算子描述的线性不确定离散系统圆形区域极点配置的鲁棒分析和鲁棒综合问题。基

于L yapunov稳定性理论,提出D elta算子系统在区域极点约束下具有性能鲁棒性的判别条件及状态反

馈设计方法,并将连续与离散系统的有关结果统一到D elta算子框架中。
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Abstract: Robust analysis and syn thesis of po le assignm ent in a circu lar region fo r the delta operato r

fo rm ulated linear uncerta in system s are studied. Based on the L yapunov′s stab ility theo ry, sufficien t

condit ion of perfo rm ance robustness is p resen ted. T he co rresponding con tro ller design via sta te feed2
back fo r the delta operato r system s w ith regional po le constra in ts is given. T he p ropo sed m ethod can

un ify som e p revious rela ted resu lts of con tinuous and discrete t im e system s in to the delta fram ew o rk.
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1　引　　言

　　近年来,D elta 算子理论在自动控制和信号处理

中的应用研究受到广泛重视, 取得了很大进展[1 ]。

D elta 算子方法[2 ]避免了高速采样时移位算子方法

引起的数值不稳定问题, 且当采样周期趋于零时,

D elta 离散模型趋于原来的连续模型。因而, 基于

D elta 算子描述,能够统一处理连续和离散系统的鲁

棒分析与综合问题。

　　控制系统设计的极点配置一般分为精确极点和

区域极点两种配置形式。由于精确极点配置有时很

难实现或因系统本身性能的要求,因此将闭环极点

配置在指定的区域。这种区域极点配置的方法引起

了控制界的研究兴趣,并已取得一些结果[3 ]。

本文利用L yapunov方法,研究了D elta 算子系

统圆形区域极点配置的性能鲁棒性,并给出了判定

条件和控制器的综合算法。
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2　系统描述与引理

　　考虑D elta 算子描述的标称系统和不确定系统

　 　　　　Θx ( t) = A x ( t) (1)

　 　　　　Θx ( t) = (A + ∃A ) x ( t) (2)

其中,A , ∃A ∈R n×n , ∃A 为摄动矩阵; Θ表示död t (连

续) 或 ∆(离散) , ∆即D elta 算子,定义为[2 ]

∆ =
q - 1

T
(3)

式中, T 为采样周期, q为前向移位算子。

对于图 1所示的以 (a, 0) 为圆心, r为半径的圆

形区域D (a , r) 的极点配置问题,有如下引理:

图 1　圆形区域D (a , r) 的极点配置

　　引理 1[4 ]　D elta 算子系统 (1) 渐近稳定 (即特

征值 Κ(A ) < D (- 1öT , 1öT ) ,当且仅当L yapunov

方程

A T P + PA + TA T PA = - Q (4)

有唯一正定解。其中,A , P ,Q ∈R n×n ,Q = Q T > 0。

　　 引理 2　 矩阵 A ∈ R n×n 的所有特征根位于

D (a , r) 内的充要条件是

Κ A - a I - (1öT ) I
rT

< D (- 1öT , 1öT )

　　引理 3[4 ]　矩阵A ∈ R n×n 的所有特征根位于

D (a , r) 内,当且仅当存在正定矩阵 P ,满足

( I + TA a) T P
T

( I + TA a) -
P
T

+ Q = 0 (5)

其中　　　　　A a =
A - a I - (1öT ) I

rT
(6)

　　注 1　引理 1和引理 3可判定连续和离散系统

的稳定性。在式 (4) 中令 T = 0,可得连续情形的判

定结果;在式 (5) 中令 T = 1,A = A + I ,可得 Z 域

稳定性的判别结论。

3　鲁棒分析

　　定理 1　设D elta 算子描述的标称系统 (1) 的

极点位于D (a , r) 内, 则摄动系统 (2) 鲁棒D 稳定

(即 Κ(A + ∃A ) < D (a , r) ) 的充分条件为

Ρm ax (∃A ) <

r
Ρm in (Q ) - (1öT ) 2Ρ2

m ax (P ) Ρ2
m ax ( I + TA a)

1 + (1öT ) Ρm ax (P )

1
2

(7)

其中, P ,Q 由式 (5) 确定,A a由式 (6) 定义, Ρ为矩阵
奇异值。

证明　根据式 (5) 有

I + TA a +
∃A

r

T P
T

I + TA a +
∃A

r
-

P
T

+ Q 1 = 0 (8)

其中

Q 1 = Q - ( I + TA a) T P
T

∃A
r

-

∃A T

r
P
T

( I + TA a) -
∃A T

r
P
T

∃A
r

(9)

由引理 3知,若Q 1 > 0,则摄动系统 (2) 渐近稳定。

利用X T Y + Y TX ≤X TX + Y T Y ,可得

( I + TA a) T P
T

∃A
r

+
∃A T

r
P
T

( I + TA a) +

∃A T

r
P
T

∃A
r
≤ 1

r2 ∃A T I +
P
T

∃A +

( I + TA a) T P T P
T 2 ( I + TA a) (10)

由式 (9) 和 (10) 得

Q 1 ≥Q -
1
r2 ∃A T I +

P
T

∃A -

( I + TA a) T P T P
T 2 ( I + TA a) (11)

如果

Q -
1
r2 ∃A T I +

P
T

∃A -

( I + TA a) T P TP
T 2 ( I + TA a) > 0 (12)

则Q 1 > 0,从而摄动系统 (2) 稳定。

对于两个正定阵X 和 Y ,存在如下关系

Ρm ax (X ) < Ρm in (Y ) ] X < Y (13)

由三角不等式和 Schw arz不等式,有

Ρm ax
1
r2 ∃A T I +

P
T

∃A +

( I + TA a) T P T P
T 2 ( I + TA a) ≤

Ρ2
m ax (∃A ) 1

r2 Ρm ax I +
P
T

+

1
T 2 Ρ2

m ax ( I + TA a) Ρ2
m ax (P ) (14)

　　根据式 (13) 和 (14) ,得式 (12) 成立的充分条件

为
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　　　Ρ2
m ax (∃A ) 1

r2 Ρm ax I +
P
T

+

　　　 1
T 2 Ρ2

m ax I + TA a Ρ2
m ax (P ) < Ρm in (Q ) (15)

式 (15) 整理后即得证。

4　鲁棒综合

　　考虑D elta 算子描述的不确定系统

Θx ( t) = (A + ∃A ) x ( t) + B u ( t) (16)

其中,A ∈R n×n ,B ∈R n×m , x ( t) ∈R n 为系统状态,

u ( t) ∈R m 为控制输入, ∃A ∈R n×n为如下结构的摄

动矩阵

∃A = D F E (17)

这里D 和 E 为已知矩阵,不确定参数矩阵 F 满足

F TF ≤ I (18)

　　下面设计 u ( t) = K x ( t) ,使得D elta 算子系统

(16) 的闭环特征根位于图 1的D (a , r) 区域。引入记

号

A a =
A - a I - (1öT ) I

rT
,　B r =

B
rT

D r =
D

rT
,　E r =

E

rT

∃A ac = D rF E r =
∃A
rT

　　定义 1　如果存在对称正定阵 P ,使得对于所

有容许的不确定性 ∃A 满足

(A a + ∃A ac) T P + P (A a + ∃A ac) +

T (A a + ∃A ac) T P (A a + ∃A ac) < 0 (19)

则称D elta 算子系统 (16) 为区域极点可配置的。

定义 2　D elta 算子不确定系统 (16) 称为状态

反馈二次可D 镇定,当且仅当存在对称正定阵P ,使

得

(A a + B rK + ∃A ac) T P + P (A a + B rK + ∃A ac) +

T (A a + B rK + ∃A ac) T P (A a + B rK + ∃A ac) < 0

(20)

　　引理 4[5 ]　设D ,A 和 E 为适当维数的矩阵, F

满足式 (18) , P 是满足下式的正定对称阵

Ε- 1 I - D T
r PD r > 0,　Ε> 0

则有

A T PD rF E r + E T
r F TD T

r PA + E T
r F TD T

r PD rF E r≤

A T PD r (Ε- 1 I - D T
r PD r) - 1D T

r PA + Ε- 1E T
r E r

(21)

　　定理 2　设Q 和R 均为对称正定阵,D elta算子

不确定系统 (16) 可状态反馈二次D 镇定的充分条

件是存在 Ε> 0,使得D elta 算子R iccat i方程

( I + TA a) T [P - 1 + T (B rR
- 1B T

r - ΕD rD
T
r ) ]- 1 ×

( I + TA a) - P + Ε- 1T E T
r E r + TQ = 0 (22)

有对称正定解 P ,并满足

Ε- 1 I - TD T
r PD r > 0 (23)

此时状态反馈矩阵为

K = - R - 1B T
r [P - 1 + T (B rR

- 1B T
r -

ΕD rD
T
r ) ]- 1 ( I + TA a) (24)

　　证明　令P 1 = P öT ,B 1 = TB r,A c = I + TA a

+ TB rK ,D 1 = TD r,由引理 4和矩阵求逆公式,有

V =

(A a + B rK + ∃A ac) T P + P (A a + B rK + ∃A ac) +

T (A a + B rK + ∃A ac) T P (A a + B rK + ∃A ac) ≤

A T
c (P - 1

1 - ΕD 1D
T
1 ) - 1A c + Ε- 1E T

r E r - P 1 (25)

　　由定理 2的条件 (22) 可知

P 1 = ( I + TA a) T (P - 1
1 + B 1R

- 1B T
1 - ΕD 1D

T
1 ) - 1 ×

( I + TA a) + Ε- 1E T
r E r + Q

将上式代入 (25) 得

V ≤A T
c (P - 1

1 - ΕD 1D
T
1 ) - 1A c - ( I + TA a) T ×

(P - 1
1 + B 1R

- 1B T
1 - ΕD 1D

T
1 ) - 1 ( I + TA a) - Q

记

N = (P - 1
1 + B 1R

- 1B T
1 - ΕD 1D

T
1 ) - 1 ( I + TA a)

则有

( I + TA a) T (P - 1
1 + B 1R

- 1B T
1 -

ΕD 1D
T
1 ) - 1 ( I + TA a) =

N TB 1R
- 1B T

1N + N T (P - 1
1 - ΕD 1D

T
1 )N

V ≤A T
c (P - 1

1 - ΕD 1D
T
1 ) - 1A c - Q -

　　N TB 1R
- 1B T

1N - N T (P - 1
1 - ΕD 1D

T
1 )N

　　若取状态反馈增益

K = - R - 1B T
r [P - 1 + T (B rR

- 1B T
r -

ΕD rD
T
r ) ]- 1 ( I + TA a)

则有

A T
c (P - 1

1 - ΕD 1D
T
1 ) - 1A c = N T (P - 1

1 - ΕD 1D
T
1 )N

V ≤- (Q + K TR K ) ≤- Q < 0

　　由定义 2知,式 (24) 确定的状态反馈可使不确

定系统 (16) 的闭环极点位于圆形区域D (a , r) 内。

(证毕)

至此, 可得圆形区域极点配置的鲁棒综合算法

如下:

1) 选择 T ,Q , R 和Ε的初值: Q 和R 一般可取单

位矩阵, Ε= 10, 0 < T < 1。

2) 确定R icca t i方程 (22) 是否存在满足式 (23)

的正定对称解,若有解则由式 (24) 定义的状态反馈
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控制律可鲁棒镇定D elta 算子系统 (16) ,算法结束;

若无解则进行下一步。

3) 令 Ε= Εö2,转向 2)。若 Ε小于给定的计算精
度时方程 (22) 仍无解,则表明该算法失效,D elta 算

子系统 (16) 是不可镇定的。

5　结　　语

　　本文基于L yapunov 稳定性理论,提出D elta 算

子不确定系统在区域极点约束下具有性能鲁棒性的

充分条件和控制器综合的状态反馈实现方法。在极

限情形下分别得到了连续和离散系统的有关结果,

并将所得结果统一到D elta 算子框架中。
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