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一类具有离散与分布时滞的控制系统的绝对稳定性
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摘　要: 用 Lyapunov 泛函法研究一类具有离散与分布时滞的控制系统的绝对稳定性问题,给出了这类

系统绝对稳定的时滞相关准则。应用实例表明,与现有结果相比,所得结果具有较小的保守性。
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Absolute Stability of a Class of Control Systems

with Discrete and Distributed Delays
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Abstract: Absolute stability fo r a class of contr ol sy st em s w ith discr ete and distr ibut ed delays is investi-

gated based on Lyapunov funct ional method. Delay dependent conditions are der ived. The illustra tive

example shows that t he obtained result is less conserv ativ e than existing cr iter ia.
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1　引　　言

　　时滞系统的稳定性问题具有明确的工程背景。

事实上,任何闭环控制系统都存在滞后效应,因此从

理论上研究时滞控制系统的稳定性,便显得尤其重

要。Popov 等
[ 1～4]研究了带有时滞的控制系统的绝

对稳定性问题,给出了系统绝对稳定的判别准则。但

已有的判别准则均与时滞无关, 由于缺乏时滞信息,

这类结论在某些情况下比较保守;另外,所给的准则

对系统系数矩阵的限制比较严格。文献[ 5]用Razu-

mikhin 方法给出了滞后型控制系统绝对稳定的时

滞相关条件, 由于限制条件较强,从而得到的时滞界

限较小。

本文用 Lyapunov 泛函法研究一类更广泛的具

有离散与分布时滞的控制系统的绝对稳定性问题,

给出了系统绝对稳定的时滞相关准则。应用例子表

明,本文得出的结果具有较小的保守性。

2　定义与引理

　　考虑如下带有时滞的泛函微分方程

x�( t) = f [ t , x ( t + �) ] ,　t≥ 0, x ∈ R
n ( 1)

其中,函数 f : I×C[ - h, 0] →R
n是连续的, I = [ 0,

∞) 和 C[ - h, 0] 表示连续函数空间, - h≤ �≤ 0;
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函数‖�‖ = max
- h≤�≤0

‖�(�)‖,‖�‖为向量的欧氏

范数。

　　设函数 f 关于向量变元满足Lipschitz条件,当

t∈ I 时关于 t是一致的, 且 t∈ I 时, f ( t, 0) = 0。方

程( 1) 的初始条件为

x (�) = �( �) ,　 - h≤ �≤ 0 ( 2)

其中 �为[ - h, 0] 上的连续函数。在上述假设条件

下,方程( 1) 和( 2) 存在唯一解。

大多数关于时滞系统的研究均用到著名的克拉

索夫斯基渐近稳定性定理, 但在研究带有时滞的系

统稳定性问题时,有关的泛函V 并非正定的。为此补

述一个不等式

‖z [ t, x ( t + �) ]‖≤ F ,　t≥ 0, x ∈ R
n
( 3)

x (�) = �( �) ,　 - h≤ �≤ 0 ( 4)

的平凡解F-稳定的概念。这里, z : I × C[ - h, 0] →

R
n , z ( t, 0) = 0, F > 0 为常数, �∈ C[ - h, 0]。设

x ( t , �) 和 t≥ 0是不等式( 3) 满足初始条件( 4) 的

解。

定义 1　如果对于�  > 0, � != !( t ) > 0,使

得当初始条件 �(�) 以及不等式右边的 F 满足

‖�(�)‖≤ !,　F ≤ !
时,不等式的解 x ( t , �) 对 t≥ 0有‖x ( t, �)‖≤  ,
则称不等式( 3) 的平凡解 x ( t) ≡ 0是 F-稳定的。

下面的引理将用到函数 w v ( s) ( v = 1, 2) ,其中

w v: R+ →R
+ 是严格增加的连续函数,且w v( 0) = 0。

引理 1
[ 6]
　设存在连续的泛函 V : I × C[ - h,

0] → R ,使得

w 1(‖z ( t , �)‖) ≤ V ( t, �) , 　V ( t, 0) = 0 ( 5)

存在沿方程( 1) 解的导数,且使

V
�

[ t, x ( t , �) ] ≤- w 2 (‖x ( t)‖) ( 6)

并设不等式( 3) 的平凡解是 F-稳定的, 则方程( 1)

的平凡解渐近稳定。

3　主要结果

　　考虑如下具有离散与分布时滞的控制系统

x
�= A x + Bx ( t - h) +

　　C∫
t

t- ∀
x ( s) ds + b#( y )

y = c
T
x

( 7)

其中, x ( t) , b, c∈ R
n ; A , B , C∈R

n×n ; h≥ 0, ∀> 0

为常数, #( y ) ∈ K [ 0, k] , K [ 0, k] = { #( y )  #( 0) =
0, 0 < y#( y ) ≤ ky

2 ( y ≠0) }。初始条件定义在区间

[ - h0, 0] 上, h0 = max {h, ∀}。

假设矩阵 A- = A + B 为Hurw itz矩阵, 这时系

统( 7) 改写成

z
�( t ) = A

-
x ( t) + C∫

t

t- ∀
x ( s) ds + b#( y )

z ( t ) = x ( t ) + B∫
t

t- h
x ( s) ds

( 8)

设矩阵P 为满足 Lyapunov 方程

A
- T

P + PA
- = - Q ( 9)

的唯一正定解, 其中 Q为任意给定的正定矩阵。

考虑系统( 7) 解的泛函 V = V 1 + V 2, 取 V 1 =

z
T
( t ) Pz ( t) , 经计算可得

V
�

1 = z
�T ( t ) Pz ( t) + z

T
( t) P z

�( t ) ≤
‖x ( t)‖2{ - ∃min ( Q) +

( 1 + k
2
‖c‖

2
)‖Pb‖ +

h‖A
- T

PB‖ + hk
2
‖b

T
PB‖‖c‖

2
+

∀‖PC‖} + (‖A
T
PB‖ + ‖b

T
PB‖ +

∀‖C
T
PB‖)∫

t

t- h
‖x ( s)‖

2
ds +

(‖PC‖ + h‖C
T
PB‖)∫

t

t- ∀
‖x ( s)‖

2
ds

令

V 2 =

(‖A
- T

PB‖ + ‖b
T
PB‖ +

∀‖C
T
PB‖)∫

t

t- h
ds∫

t

s
‖x (%)‖2

d%+

(‖PC‖ + h‖C
T
PB‖)∫

t

t- ∀
ds∫

t

s
‖x (%)‖2

d%

( 10)

则有

V
�

≤

‖x ( t )‖
2
{ - ∃min( Q ) +

( 1 + k
2‖c‖2 )‖Pb‖ +

2h‖A
- T

PB‖ + h( k2‖c‖2 + 1)‖b
T
PB‖ +

h∀‖C
T
PB‖ + ∀( 2‖PC‖ + h‖C

T
PB‖) }

将系统泛函用于引理 1,再要求

∃min ( Q) >

( 1 + k
2‖c‖2 )‖Pb‖ + 2h‖A

- T
PB‖ +

h( 1 + k
2‖c‖2)‖b

T
PB‖ +

h∀‖C
T
PB‖ + ∀( 2‖PC‖ + h‖C

T
PB‖)

( 11)

显然满足条件( 5) 和( 6)。

下面建立不等式 ‖z ( t )‖ ≤ F 或如下不等式

的平凡解 F-稳定的条件。

‖x ( t ) + B∫
t

t- h
x ( s) ds‖≤ F, 　t≥ 0 ( 12)
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由式( 12) 得

‖x ( t)‖ ≤F + ‖B‖∫
0

- h
‖x ( t + �)‖d� ( 13)

取 &( t ) = max
0≤s≤t
‖x ( s)‖, 并应用不等式 ‖x ( t +

�)‖≤ &( t ) + ‖�(�)‖,由式( 13) 得到估计式
&( t ) ≤F + h‖B‖‖�(�)‖ +

h‖B‖&( t ) ,　t ≥ 0

由此可知,不等式

1 - h‖B‖ > 0 ( 14)

成立,则有

‖x ( t )‖≤

F
1 - h‖B‖ +

h‖B‖
1 - h‖B‖‖�(�)‖,　t≥ 0

从而得出不等式( 12) 的平凡解是F-稳定的结论。进

而可得如下定理:

定理1　如果矩阵A
- = A + B为Hurw itz矩阵,

且满足条件( 11) 和( 14) ,则系统( 7) 绝对稳定。

下面给出系统绝对稳定的另一结果。假设矩阵

A
- = A + B + ∀C为 Hurw itz矩阵,则系统( 7) 可改

写成

z
�( t ) = A

-
x ( t) + b#( y )

z ( t ) = x ( t) + B∫
t

t- h
x ( s) ds +

　　　C∫
t

t- ∀
( s - t + ∀) x ( s) ds

( 15)

设矩阵 P 为满足 Lyapunov 方程

A
- T

P + PA
- = - Q ( 16)

的唯一正定解,其中Q为任意给定的正定矩阵。取系

统( 7) 解的泛函为

V =

z
T
( t ) Pz ( t) + (‖A

- T
PB‖ + ‖b

T
PB‖) ×

∫
t

t- h
ds∫

t

s
‖x (%)‖2d%+

(‖A
- T

PC‖ + ‖b
T
PC‖) ×

∫
∀

0
ds∫

t

t- s
( s1 - t + s) 2‖x ( s1 )‖2ds1 ( 17)

类似于定理 1, 可得如下定理:

定理2　如果矩阵A
- = A + B + ∀C为Hurw itz

矩阵,且满足条件

∃min ( Q ) >
( 1 + k

2‖c‖2 )‖Pb‖ + 2h‖A
- T

PB‖ +

h( 1 + k
2‖c‖2)‖b

T
PB‖ +

∀‖A
- T

PC‖ + ∀k2‖b
T
PC‖‖c‖2 +

∀3 (‖A
- T

PC‖ + ‖b
T
PC‖) / 3

1 - ( h‖B‖ + ∀2‖C‖/ 2) > 0

则系统( 7) 绝对稳定。

4　应用实例

　　考虑系统
[ 5]

x
�
1( t )

x
�
2( t )

=
- 2 0

- 1 - 2

x 1 ( t)

x 2 ( t)
+

　　　　
- 0. 2 - 0. 5

0. 5 0. 2

x 1 ( t - h)

x 2 ( t - h)
+

　　　　
- 0. 2

- 0. 3
#( y ( t ) )

y ( t ) = 0. 6x 1 ( t) + 0. 8x 2 ( t)

#(�) ∈ K [ 0, 0. 5]

显然,这是系统( 7) 的一种特殊情况。

取P = I ,则 ∃min( Q ) = 3. 4。由定理 1可得该系

统绝对稳定的条件为 h < 0. 936 0, 而采用文献[ 5]

的方法得到的时滞界限为 0. 305 3。取 Q = 2I ,则

P =
0. 479 3 - 0. 108 9

- 0. 108 9 0. 479 3

可得 h < 1. 563 3, 而采用文献[ 5] 的方法得到的时

滞界限为 0. 091 8。由此可见, 本文得到的结果大大

提高了时滞界限。

5　结　　论

　　本文用 Lyapunov 泛函法研究一类具有离散与

分布时滞的控制系统的绝对稳定性问题,给出了这

类系统绝对稳定的若干准则。应用例子表明, 与现有

结果相比, 本文所得结果不仅扩大了系统绝对稳定

的时滞界限,而且具有较小的保守性。
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