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一类新的 RBF 神经网络在非线性系统建模中的应用
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摘　要: 提出一种基于输入集分类函数的新的距离度量方法,它与前传回归的正交最小二乘法相结合,

不仅可以学习分类超平面的参数,而且可以选择重要的输入节点。这种结构的 RBFNN 特别适用于非线

性动力学系统的辨识 (建模)和控制。将改进的RBFNN 用于化工中的聚合反应过程建模,结果表明该方

法是有效而适用的。
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Abstract: A new distance m etric based on a classificat ion function of the set of inpu t vecto rs is ad2
vanced. Com bin ing the new m easure w ith the fo rw ard regression o rthogonal least square (OL S) , no t

on ly the param eters of the classificat ion hyperp lane, bu t also the impo rtan t inpu t nodes can be ob taind.

T he imp roved RBFNN s are su itab le to iden tifying (modelling) o r con tro lling non linear dynam ic sys2
tem s. Experim ental resu lts show that the imp roved RBFNN has successfu lly modelled the po lym eric re2
action p rocess in the chem ical industry.
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1　引　　言

　　径向基函数神经网络 (RBFNN ) 以其诸多优点

而广泛应用于模式识别、函数逼近、信号处理、系统

建模和控制等领域。基本的RBFNN 结构如图 1 所

示。不失一般性, 假设输出层只有一个节点, 但是这

种结构很容易扩展到多输出节点的情形。

网络输入与输出之间可认为是一种映射关系

y (X ) : R n →R (n 为输入节点数) ,即

y (X ) = w 0 + ∑
nc

i= 1

w i<i (‖X - C i‖, Ρi) =

w 0 + ∑
nc

i= 1
w iexp -

‖X - C i‖2

2Ρ2
i
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图 1　RBFNN结构

其中, nc 是隐含层节点数,‖õ‖是欧几里德范数,

X ∈ R n 为输入向量, C i ∈ R n 为第 i个隐节点的中

心, Ρi∈R 为第 i个隐节点的宽度,w i为第 i个基函

数与输出节点的连接权值,w 0 为调整输出的偏移

量。由上式可知,传统的RBFNN 隐节点的响应是径

向对称的。

在基于RBFNN 的实际系统辨识器或控制器设

计中,系统过去的输入和输出作为RBFNN 的输入,

这些输入和输出是自相关的; 而用欧几里德范数作

为RBF 的距离度量,严格说只在输入不相关时才适

用[1 ]。这是因为输入的相关性导致RBF 中心的相关

性,从而使基函数无法从输入集中抽取有效的信息,

这将使网络存在许多不必要的隐节点, 增加网络的

复杂性,而网络的泛化能力却很差。

传统的RBFNN 用于系统辨识和控制, 其输入

节点要根据具体问题或先验知识事先选定。如何决

定过去哪些输入和输出作为神经网络的输入是相当

重要的。有些输入变量与系统辨识或控制无关,所以

有可能使网络性能恶化[2 ]; 有些输入变量是可有可

无的, 这些变量会增加网络的复杂度并需要更多的

计算时间, 但又不能改善网络的性能。Zheng 和

B illings[3 ] 用互信息准则来选择输入节点,但互信息

的求得是较为困难且费时的。针对传统 RBFNN 的

上述缺点, 本文采用基于分类函数的距离度量方法

与传统学习方法相结合以克服其缺陷, 从而构成一

类新的RBFNN。

2　基于分类函数的距离度量方法

　　新的距离度量方法的基本思想源于判别式分

析 (DA )。在判别式分析中, 能得到一种由类中所有

变量的线性组合构成的分类函数, 它可用于决定新

的向量是否落在类中[1 ] , 因此该分类函数可以实现

多维向量到一维标量的映射, 并且包含数据集分布

和判别式空间维数的信息。一个向量的分类函数值

表明该向量与数据集分布之间的相似性, 所以可用

类似的方法来度量RBFNN 中的向量距离。根据训

练集中的输入向量构造一个分类函数, 其目的是为

了找到一个多维输入向量空间中的分类超平面, 且

输入向量到该超平面的均方距离最小。输入向量

X ( t) 的分类函数定义为

d [X ( t) ] = X ( t) TA (1)

式中,A = [a1, a2,⋯, an ]T ∈R n 为分类函数的加权

向量。由此可得到分类超平面

d = X TA (2)

式中, d 为常数, X ∈R n 表示超平面上的任何向量。

式 (2) 说明落在超平面上的向量具有相同的分类函

数值 d。从几何意义上看, 超平面是由与A 向量垂

直、距离为 d ö‖A ‖的所有向量构成,如图 2所示。

其中, X ( t0) 和 X 为超平面上的两个向量, n
→
为超平

面单位法向量, X ( t) 为输入向量,D X ( t) 为输入向量

到超平面的距离,D 0 为原点到超平面的距离。

图 2　输入向量分类函数的几何解释

　　式 (2) 的超平面方程可写成下列形式

[X - X ( t0) ]T n
→

= 0,　n
→

= A ö‖A ‖ (3)

将式 (3) 代入式 (2) ,得

X ( t0) T n
→

= d ö‖A ‖ (4)

在图 2中,原点到超平面的距离为

D 0 = X ( t0) T n
→

(5)

从图 2 可以看出, 输入向量 X ( t) 到超平面的距离

D X ( t) 与D 0 有如下关系

X ( t) T n
→

= D 0 + D X ( t) (6)

将式 (3)～ (5) 代入式 (6) ,得

D X ( t) =
X ( t) TA - d
‖A ‖ =

d [X ( t) ] - d
‖A ‖

(7)

　　假设训练集中有两个自相关的输入向量 X ( t1)

和X ( t2) ,由于分类函数包含数据集分布信息,所以

它们与训练数据集分布的一致程度反映在相应的分
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类函数值与常数 d 的偏差上 (即它们到超平面的距

离)。由此可知, X ( t1) 与X ( t2) 之间的距离可以定义

为它们各自到超平面的距离之差 ‖D X ( t1) -

D X ( t2)‖。如果分类函数的加权向量定义为单位向

量,即‖A ‖ = 1,则利用式 (7) 可得

‖D X ( t1) - D X ( t2)‖ =

‖d [X ( t1) ] - d [X ( t2) ]‖ (8)

这样, 两个输入向量之间的距离就等于相应分类函

数值之差。可以看出,基于分类函数的距离度量方法

使得隐节点的响应不再是径向对称的,而是与A 正

交的超平面对称。

3　分类函数的学习以及RBFNN输入
节点的选择

　　本节讨论用前传正交最小二乘法 (OL S) 学习

分类函数的加权向量A、分类函数值d和选择n个输

入节点。由于所有训练集中的数据到超平面的均方

距离最小, 又因一般由RBFNN 辨识的系统有如下

形式

y ( t) =

RBFNN [y ( t - 1) , y ( t - 2) ,⋯, y ( t - ny ) ,

u ( t - 1) , u ( t - 2) ,⋯, u ( t - nu) ]

式中, t = 1, 2,⋯,N 为采样时刻, ny ≥ nu 为系统阶

次。所以使下式

X ( t) =

[y ( t - 1) , y ( t - 2) ,⋯, y ( t - ny ) ,

u ( t - 1) , u ( t - 2) ,⋯, u ( t - nu) ]T

1
N - ny
∑

N

t= ny + 1
D 2

X ( t) =

1
N - ny
∑

N

t= ny + 1

[X ( t) TA - d ]2

‖A ‖2

最小, 即可求得分类函数参数和对网络输出有重大

贡献的输入节点。

为使上式最小,A 由OL S求得,并将A 单位化;

d 的初始值可取任意非负常数, 并根据‖A ‖规范

化。这种方法求得的A 和 d 是次优解,因为它在每步

最大化中由于输入节点的增加而引起 d 的增量, 而

不是全过程优化, 但它可根据误差压缩比 (ERR ) [4 ]

来选择重要的输入节点,简化网络的结构。

考虑如下线性回归模型

D = X A + E (9)

其中,D = [d ,⋯, d ]T ∈ R N - ny 表示分类函数值向

量,而
X =

y (ny ) ⋯ y (1) u (ny ) ⋯ u (ny + 1 - nu)

y (ny + 1) ⋯ y (2) u (ny + 1) ⋯ u (ny + 2 - nu)

� � � �

y (N - 2) ⋯ y (N - ny - 1) u (N - 2) ⋯ u (N - nu - 1)

y (N - 1) ⋯ y (N - ny ) u (N - 1) ⋯ u (N - nu)

X ∈ R
(N - ny

)× (ny + nu
) 称为回归矩阵。X 表示成列向量

的形式为

X = [X 1　⋯　X i　⋯　X ny + nu
]

X i = [x i (1)　x i (2)　⋯　x i (N - ny ) ]T

X 表示成行向量的形式为

X = [X (ny + 1) X (ny + 2) ⋯ X (N ) ]T

X ( t) = [x 1 ( t)　x 2 ( t)　⋯　x ny + nu
( t) ]T

t = ny + 1, ny + 2,⋯,N

(10)

误差矩阵E = [e (ny + 1) , e (ny + 2) ,⋯, e (N ) ]T ,假

设它与回归矩阵不相关,即X T E = 0。

将回归矩阵进行正交 2三角分解,有

X = Z # (11)

式中, # 是一个 (ny + nu) × (ny + nu) 的单位上三角

矩阵,且

# =

1 Χ12 Χ13 ⋯ ⋯ Χ1, (ny + nu
)

0 1 Χ23 Χ2, (ny + nu
)

0 1 �

� ω �

� 1 Χ(ny + nu - 1) , (ny + nu
)

0 0 0 ⋯ 0 1

∈

　　R (ny + nu )×(ny + nu )

Z 为 (N - ny ) × (ny + nu) 矩阵。Z 表示成行向量的

形式为
Z = [Z (ny + 1)　⋯　Z (ny + i)　⋯　Z (N ) ]T

Z ( t) = [z 1 ( t)　z 2 ( t)　⋯　z ny + nu
( t) ]T (12)

t = ny + 1, n y + 2,⋯,N

Z 表示为列向量的形式为

Z = [Z 1　⋯　Z i　⋯　Z ny + nu
]

其各列 Z i ( i = 1, 2,⋯, n y + nu) 正交,且

Z T Z = H = diag{h 1,⋯, h i,⋯, h (ny + nu
) }

h i = Z T
i Z i

　　由这组正交基矢量 Z i张成的空间与X i张成的

空间相同,故可将式 (9) 写成D = ZQ + E。正交L S

解为

Q = (Z T Z ) - 1Z TD = H - 1Z TD

或
Q = [q1　⋯　q i　⋯　q (ny + nu

) ]T

q i = Z T
i D ö(Z T

i Z i)
(13)
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Q 和A 满足如下三角方程组

#A = Q (14)

式 (14) 两边同除以‖A ‖,得

# A
‖A ‖ =

Q
‖A ‖

(15)

将式 (2) 两边同除以‖A ‖,得

　　　　 d
‖A ‖ = X T A

‖A ‖
(16)

令 A
‖A ‖ = A ,　 Q

‖A ‖ = Q ,　d =
d
‖A ‖

这样,A 便为单位向量,Q 和 d 根据‖A ‖规范化。

所以式 (15) 和 (16) 形式上与未作变化的式 (14) 和

(2) 相同。

将式 (10) 和 (12) 代入式 (11) ,得

X ( t) T = Z ( t) T #
t = ny + 1, ny + 2,⋯,N (17)

由式 (1) , (14) 和 (17) 可得输入向量的分类函数值

为

d [X ( t) ] = X ( t) TA = Z ( t) T #A = Z ( t) TQ

(18)

由式 (1) 和 (14) ,可得RBFNN 中心向量C i的分类函

数值

　　　d (C i) = C T
i A = C T

i # - 1Q (19)

令 B T
i = C T

i # - 1 = [bi1　bi2　⋯　bi, (ny + nu
) ]

则式 (19) 可重写为

d (C i) = B T
i Q (20)

由式 (8) , (18) 和 (20) , 可得输入向量与第 i 个中心

之间的距离为

‖d [X ( t) ] - d (C i)‖ =

‖Z ( t) - B i) T - Q‖ =

∑
ny + nu

j = 1
q j (z j ( t) - bij ) (21)

由式 (13) 知,一般 q j ≠ 1。B i 为RBFNN 新的中心。

由式 (21) 可知, RBFNN 隐节点的响应不再是径向

对称的,而在正交基Z j ( j = 1, 2,⋯, n y + nu) 上有不

同的投影。

在实际问题中, 哪些过去输入和输出作为

RBFNN 的输入一般无法准确地确定。为能充分反

映系统的动态特性, ny 和 nu取得较大,这样RBFNN

的结构便很复杂。所以应从众多的过去输入和输出

中选择对系统输出贡献最大的作为RBFNN 的输入

节点,才能得到满意的网络结构。对于 i≠ j , Z i和 Z j

正交, X T E = 0,D 的能量为

D TD = ∑
ny + nu

i= 1
q2

i Z
T
i Z i + E T E

据此,可以定义一个由 Z i带来的误差压缩比[4 ]

ERR i =
q2

i Z
T
i Z i

D TD

ERR i 值代表第 i个正交基对于分类函数值的能量

分布。由于在每一正交基上的投影不同,因此分类函

数值的整体能量分布不是径向对称的。通过减少不

重要的正交基,可以实现维数上的压缩,所以实际上

输入节点 n ≤ ny + nu。OL S 的具体步骤参见文献

[ 5 ]。

4　 RBFNN 隐节点的选择和参数的
学习

　　由第 3节选定 n 个输入节点后,Q 为下列形式

Q = [q1　q2　⋯　qn ]

而RBFNN 可表示为如下形式

y ( t) = w 0 + ∑
nc

i= 1
w i<(v i ( t) , Ρi)

v i ( t) = ∑
n

j= 1
q j (z j ( t) - bij )

　　提供训练样本集 S tr和 (或) 测试样本集 S te后,

可用前传回归方式的OL S 算法或其它方法来确定

RBFNN 隐节点个数 nc,学习隐含层参数B i 和输出

层权值w i
[6 ]。

5　用 RBFNN 进行非线性系统建模

　　化工中四氟乙烯的分散聚合反应是在带搅拌

的夹套反应釜内进行的, 其聚合反应过程数学模型

如下[7 ]

　　xα1 = - Α1exp -
Α2

273. 15 + x 2
x 1. 65

1 -

　　　　Α3x 1 + Α3K H P

　　xα2 = Α1Α4exp -
Α2

273. 15 + x 2
x 1. 65

1 -

　　　　
Α5

V R
x 2 -

x 3 + T j0

2

　　xα3 = Α6 x 2 -
x 3 + T j0

2
-

1
V j

(x 3 - T j0) u

　　y = x 2

其中, x 1 为反应浓度, x 2 为反应温度, x 3 为夹套内冷

却水出口温度, K H 为亨利系数, P 为釜内气相压力,

V R 为反应体积,V j为夹套体积, T j 0为冷却水进口温

度, u 为冷却水流量即控制变量, Α1～ Α6 为工艺参

数。
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由于上述系统本身存在严重的非线性, 使得建

模相当困难,也给系统的控制增加了难度。这里采用

改进的RBFNN 进行建模,其结构如图 3所示,其中

Η为系统的滞后。象这样一个高度非线性系统,试图

从整个空间辨识它的特性是不可能的。本文从实际

应用角度出发,对其额定工作点附近 (如± 10◊ ) 进

行建模。为了训练RBFNN ,实际系统的输入由伪随

机码、均匀分布的随机信号和正常工作状态下的输

入信号三部分复合而成。在此输入下,实际系统的输

出充分反映了其在额定工作点附近的特性。

学习时从系统响应中采样 (采样周期为 15s) ,

得到 500组输入 2输出数据。系统参量初始值 ny =

5, nu = 4, Η= 1, d 的初始值取为 6,选取初始中心点

数 nc = 30,中心点的初始值取为[ 0, 13 ]之间均匀分

布的随机数。采用前传回归式的OL S 学习A , d , n ,

nc, B i和w i,输入节点 n = 5,隐节点 nc = 20。图 4为

实际系统 (实线)、改进的RBFNN 模型 (虚线) 和传

统的RBFNN 模型 (点划线) 的阶跃响应。可以看出,

改进的 RBFNN 模型输出更接近于实际系统的输

出,其均方误差M SE= 0. 006 911; 而传统的RB FNN

图 3　RBFNN学习框图

图 4　系统的阶跃响应 (u = 0. 415)

模型的输出出现振荡, 这是由于其输入节点和隐节

点都较多的缘故, 其输入节点 n = 9, 隐节点 nc =

25,M SE = 0. 010 812。

6　结　　论

　　本文提出一种基于分类函数的新的距离度量方

法。在该度量方式下,不但可以克服训练集中输入向

量自相关带来的缺陷,而且可用前传OL S方法来选

择输入节点,去除某些不必要的输入节点,改善网络

的性能。在新的距离度量方式下, RBFNN 隐节点的

响应不再是径向对称的, 但输出层还是线性的。

RBFNN 的学习可分为两个过程: 学习分类函数的

参数,选择RBFNN 的输入节点;选择RBFNN 的隐

节点个数,学习参数。虽然前一过程计算较复杂,增

加了计算时间,但是输入节点的减小可以简化网络

结构,加速第二过程的学习,所以整体计算时间并未

显著增加。本文提供的方法特别适用于非线性动力

学系统的辨识 (建模)和控制。
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