
第 16卷 第 4期

Vol. 16 No . 4

　控　制　与　决　策

CONT ROL　AN D　DECISION　

2001年 7月

　 July 2001

　　文章编号: 1001-0920( 2001) 04-0439-04

一类不确定线性时滞系统的输出反馈鲁棒镇定
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摘　要: 研究一类不确定线性时滞系统的输出反馈鲁棒镇定问题,其中不确定性不必满足匹配条件。以

二次 Lyapunov 泛函保证系统的渐近稳定性,利用线性矩阵不等式给出了系统可以利用动态输出反馈鲁

棒镇定的充分条件。当此条件成立时,基于线性矩阵不等式的解构造了全阶动态输出反馈镇定控制器。
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Output Feedback Robust Stabil ization for a Class

of Uncertain Linear Time-delay Systems
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Abstract : The problem of output feedback robust stabilization for a class of uncert ain linear time-delay

systems is studied. T he uncer tainties are not required to satisfy matching conditions. A quadrat ic

Lyapunov functional is adopted t o guarantee the asympto tic stability o f the sy stems. Sufficient conditions

fo r the robust stabilization via dynamic output feedback contr oller s ar e giv en in terms of linear matrix

inequalities. When such conditions ar e sat isfied, a r obust dynamic output feedback contr oller is constr ucted

based on the solutions of the linear matrix inequalities.
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1　引　　言

　　时滞是控制系统的一种常见现象,它会使系统

的性能变坏, 甚至使系统变得不稳定。因此,多年来

时滞系统的研究受到了许多学者的关注。近年来,许

多文献研究了不确定线性时滞系统的鲁棒镇定问

题,得到了许多状态反馈鲁棒镇定的方法[ 1～3]。当系

统的状态不能直接测得时,这些方法的应用便受到

了限制。因此,研究输出反馈鲁棒镇定问题具有重要

的实际意义。

　　最近,文献[ 4]对于不确定性满足匹配条件的一

类线性时滞系统,利用 Riccat i方程给出了基于观测

器的鲁棒镇定方法。本文针对一类不确定线性时滞

系统,利用线性矩阵不等式给出系统可以通过动态

输出反馈鲁棒镇定的充分条件, 同时给出相应的动
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态输出反馈控制器设计方法, 其中的不确定性不必

满足匹配条件。

2　系统描述

　　考虑如下不确定线性时滞系统

x
�( t) = ( A + �A ) x ( t) + ( A d + �A d ) ×

　　　x ( t - d) + ( B + �B) u( t) ( 1a)

y( t) = ( C + �C) x ( t ) +

　　　( Cd + �Cd ) x ( t - d) ( 1b)

x ( t) = �( t) , 　t∈ [ - d, 0] ( 1c)

其中, x ( t ) ∈ R
n是状态, u( t) ∈ R

m是控制, y ( t) ∈

R
r是输出, A , A d , B, C, Cd是具有适当维数的常数矩

阵, d > 0 是状态时滞, �( t ) 是连续初始向量函数,

�A , �A d , �B , �C, �Cd 是具有适当维数的不确定性

矩阵,它们是时变不确定参数 1 ( t) ,⋯,  s ( t) 的线性
矩阵函数,例如

�A =  1 ( t) A 1 + ⋯ +  s ( t) A s

式中A 1 ,⋯, A s是常数距阵。

　　假设不确定参数的上界和下界已知,即不确定

参数向量  ( t) = (  1 ( t) , ⋯,  s ( t) ) 在集合
! = { (  1, ⋯,  s ) ∈ R

s :  i ≤  i ≤  -i}

内取值。记 ! vex = { (  1, ⋯,  s ) ∈ R
s:  i =  i 或  i =

 -i}。

　　本文的目的是设计如下形式的输出反馈控制

器

x
�
c( t ) = A cx c( t) + Bcy( t )

u( t) = Ccx c( t )
( 2)

使得它与式( 1) 构成的闭环系统

∀
�

( t ) = A-(  ) ∀( t ) + A- d (  ) ∀( t - d) ( 3)

渐近稳定。其中

∀( t) = [ x T ( t )　x
T
c ( t) ] T, 　x c( t) ∈ R

n

3　主要结果

　　首先给出一个引理,它是控制器设计的基础。

　　引理1　如果存在正定矩阵P > 0和 S > 0,使

得对任意  ∈ ! vex,有

PA
-(  ) + A

- T
(  ) P + S PA

-
d (  )

A
- T

d (  ) P - S
< 0 ( 4)

则系统( 3) 渐近稳定。

　　证明　取 Lyapunov 泛函

V (∀t ) = ∀T ( t) P∀( t ) +∫
t

t- d
∀T ( s) S∀( s) ds

容易证明存在 #> 0, 使得对任意  ∈ ! , 有 V�(∀t)
< - #‖∀( t)‖2。由时滞系统的稳定性定理,得知系

统( 3) 渐近稳定。(证毕)

　　定理 1　存在控制器( 2) 和正定矩阵 P > 0, S

> 0,使得对任意  ∈ ! vex ,式( 4) 成立, 当且仅当存

在正定矩阵X > 0, Y > 0, S11 > 0, S22 > 0以及矩阵

U , V , Z, S12, 使得对任意  ∈ ! vex, 有
∃ 11 + S11 ∃ 12 + S 12 ∃ 13 ∃ 14X

∃ T
12 + ST

12 ∃ 22 + S 22 Ad + �A d ( A d + �A d) X

∃ T
13 ( Ad + �Ad ) T - S11 - S12

X ∃ T
14 X ( A d + �Ad ) T - ST

12 - S22

< 0

( 5)

并　且　　　　　　
Y I

I X
> 0 ( 6)

其中

∃ 11 = Y ( A + �A ) + ( A + �A )
T
Y +

V ( C + �C) + ( C + �C) T
V

T

∃ 12 = Z + Y�A X + Y�BU + V�CX + �A T

∃ 13 = Y ( A d + �A d ) + V ( Cd + �Cd )

∃ 14 = Y ( A d + �A d ) + V ( Cd + �Cd )

∃ 22 = ( A + �A ) X + X ( A + �A ) T +

( B + �B ) U + U
T
( B + �B) T

而且控制器的矩阵可以取为

A c = X ( YX - I ) - 1 ( YA X + YBU +

　　V CX + A
T
- Z) X

- 1

Bc = X ( I - YX )
- 1
V ,　Cc = UX

- 1

( 7)

　　证明　必要性: 把矩阵( 4) 两边分别乘以矩阵

diag{P - 1, P- 1} ,并定义 S1 = P
- 1
SP

- 1 , Q = P
- 1 ,略

去  得
A
-
Q + QA

- T
+ S1 A

-
dQ

QA
- T

d - S1

< 0 ( 8)

把Q分块为 Q =
Q11 Q12

Q
T
12 Q22

。不妨设 Q12是可逆的;

否则对于充分小的正数 %,用 Q 12 + %I 代替 Q12不影

响 Q 的正定性和式 ( 8) 的成立。记 T 1 = diag{ I ,

Q
- 1
12 Q11} , T 2 = diag {T 1 , T 1}。把式( 8) 中的矩阵左乘

以 T
T
2 ,右乘以 T 2 ,并定义 S

~ = T
T
1 S1T 1, 以及

Q
~ = T

T
1QT 1 =

Q 11 Q 11

Q 11 Q 11Q
- T
12 Q22Q

- 1
12 Q 11

可得

A
-
Q
~ + Q

~
A
- T + S

~
A
-

dQ
~

Q
~
A
- T

d - S
~ < 0 ( 9)

这里对控制器进行状态变换 x c = Q
T
12Q

- 1
11 x

 
c。定义 R

= Q11 Q
- T
12 Q 22 Q

- 1
12 Q 11 - Q11 , X = Q 11 , 则 Q

~ =
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X X

X X + R
。 令 Y = R

- 1 + X
- 1, T 3 =

Y - R
- 1

I 0
, T 4 = diag {T 3 , T 3}。把式( 9) 中的矩阵

左乘以 T 4, 右乘以 T
T
4 , 并定义

S 11 S1 2

S
T
12 S2 2

= T 3S
~
T

T
3 ,

以及

U = CcX , 　V = - R
- 1
Bc

Z = YAX + YBU - R
- 1
A cX +

　　VCX + A
T

( 10)

则可得式( 5)。从等式

X
- 1 - R

- 1
I

R
- 1 0

T

Q
~ X

- 1 - R
- 1

I

R
- 1 0

=

X
- 1 + R

- 1
I

I X
=

Y I

I X

以及 Q
~ > 0可知式( 6) 成立。式( 7) 可由式( 10) 得

到。必要性证完。

　　充分性: 把必要性的证明过程反过来可得充分

性证明。(证毕)

　　因为集合! vex 含有2s个元素,式( 5) 实际上是2s

个二次矩阵不等式,但不是线性矩阵不等式。下面利

用线性矩阵不等式给出它们有解的一个充分条件。

为此,把 �A , �B 和 �C做如下分解
　�A = D aEa ,　�B = D bEb,　�C = DcEc ( 11)

其中的因子矩阵是具有适当维数的  的线性矩阵函
数或常数矩阵。这种分解总是可行的,因为必要时某

个因子矩阵可以取为单位矩阵。

　　定理2　如果对于某种分解( 11) , 正数%1～%4,
正定矩阵X > 0, Y > 0, S11 > 0以及矩阵U, V , Z,对

任意  ∈ ! vex, 都是下列线性矩阵不等式的解, 则它

们与 S22 = %4X 2 , S12 = 0对任意  ∈! vex,都是式( 5)

的解。

& 11 & 12

& T
12 - & 22

< 0 ( 12)

其中

& 11 =

∃ 11 + S 11 Z + �AT ∃ 13 ∃ 14

ZT + �A ∃ 22 Ad + �Ad A d + �A d

∃ T
13 ( A d + �A d) T - S 11 0

∃ T
14 ( A d + �A d)

T 0 - %4I

& 12 =

YD a Y D b VD c 0 0 0 0

0 0 0 XET
a UTET

b XET
c X

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

& 22 = diag{%- 1
1 I , %- 1

2 I , %- 1
3 I , %1I , %2I , %3I , %- 1

4 I }

其中 ∃ 11, ∃ 13, ∃ 14 , ∃ 22,由定理 1定义。

证明　把式( 5) 记为 ∋ < 0。令S 12 = 0, S22 =

%4X 2 ,设 W = diag{ I , I , I , X - 1}。由式( 11) 可得

W ∋ W =

& 11 + [ 0　X　0　0] T%4I [ 0　X　0　0] +

YD a YD b V D c

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 EaX 0 0

0 EbU 0 0

0 EcX 0 0

+

0 E aX 0 0

0 EbU 0 0

0 EcX 0 0

T YD a YD b VD c

0 0 0

0 0 0

0 0 0

T

≤

& 11 + & 12& - 1
22 & (

12

因此,由 Schur 补公式可知, 如果式( 12) 成立, 则式

( 5) 必然成立。(证毕)

注 1　 在以上证明中,不等式右边的矩阵依赖

于参数  ,并且很多元素为零,因此这样的不等式并

不保守。式( 12) 是2
s
个线性矩阵不等式。定理2的结

果依赖于 �A , �B 和 �C的分解,目前还没有一个统

一的分解方法保证不等式( 12) 尽可能有解,因此只

能用试凑的办法来求解。尽管如此,某些情况下此法

还是可行的。

4　应用举例

　　考虑不确定线性时滞系统( 1) ,其中

A =
- 2 1

- 1 1
, 　B =

- 1

1

C =
3. 2 1. 1

1 3
, 　A d =

0. 1 0. 2

0. 1 0. 2

Cd =
0 0

0 0
, 　�Cd =

0 0

0 0

�A =
0 - 0. 1 
0  

,　�B =
0

0. 2 

�C =
0 0. 1 
0 0. 2 

,　�A d =
0 0. 1 
0 0. 1 

　　　　　　! ! ≤ 1

取

　　D a =
0 - 0. 1 
0  

, 　Ea =
0 0

0 1

　　D b =
0

0. 2 
, 　Eb = 1
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图 1　闭环状态 x 的轨线　　　　　　　　　　　图 2　闭环状态 xc的轨线

　D c =
0. 1 
0. 2 

,　Ec = [ 0　1]

　%1 = 0. 3, 　%2 = 0. 5,　%3 = 1. 3, 　%4 = 1. 2

求解不等式( 6) 和( 12) , 得系统( 1) 的镇定控制器

( 2) ,其中

A c =
- 34. 303 9 - 0. 554 8

- 14. 606 2 - 44. 806 6

Bc =
10. 502 5 - 2. 168 0

0. 585 4 12. 681 7

Cc = [ 0. 873 9　 - 4. 103 5]

　　取初始状态 x ( 0) = x c( 0) = [ 1. 5　- 1]
T
,不

确定参数 = sint,时滞d = 2,得闭环系统的状态轨

线如图 1和图 2所示。

5　结　　语

　　本文研究了一类不确定线性时滞系统的输出反

馈鲁棒镇定问题。基于二次 Lyapunov 泛函,导出了

一组线性矩阵不等式, 利用其解构造了全阶动态输

出反馈控制器。由于线性矩阵不等式可以有效地用

内点法进行数值求解 [ 5] , 因此本文的方法很容易实

现。本文采用的 Lyapunov 泛函不依赖不确定参数,

因此所得结果具有一定的保守性
[ 6]
。基于依赖参数

的 Lyapunov 泛函的鲁棒镇定方法是进一步研究的

课题。
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