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线性二次微分对策鞍点策略的小波分析法
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摘　要: 研究线性二次微分对策鞍点策略的数值求解问题,基于小波多尺度多分辨逼近特性,提出一种

求解新方法。该方法将原问题转化为代数问题,算法简捷明了, 适合于计算机求解。数值例子表明该方法

是合理而可行的。
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Abstract : T he numerical pr oblem for the saddle-point strateg y of linear-quadratic differential g ame is

studied. A new method is pr oposed based on the multi-scale multi-r esolution approx imation feature of

w avelets. The new method changes the problem into algebraic equations. The procedure is very simple and

dir ect, 　and suitable for calculation by computer s. 　Numerical r esults show that t he method is r a

t ional and effective.
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1　引　　言

　　微分对策理论无论在社会经济领域还是在控

制领域都占有重要的地位[ 1]。早在 20世纪 60年代,

许多开拓者就把对策论中的最小最大原理用于参数

扰动下的控制器设计
[ 2]

; 到了 90年代初, 这种基于

对策论的设计思想又引起人们的广泛关注 [ 3～6] , 被

当作鲁棒设计的有力工具。文献[ 3] 将鲁棒设计问

题转化为连续对策的鞍点问题; 文献[ 4] 将鲁棒

H ∞/ H 2混合控制问题转化为微分线性二次 Nash对

策问题。为了确定对策者双方的鞍点策略,一般利用

最小最大原理将问题化为求解常微分方程的两点边

值问题。显然, 寻求这一问题的解析解是相当困难

的, 因此有必要发展一些数值算法来寻求其鞍点策

略的近似解。

　　文献[ 7] 利用不动点原理给出了求解鞍点策略

的数值迭代算法,并证明了其收敛性,具有重要的理

论意义,只是在算法的设计和实现上,仍需反复求解

常微分方程的初值。本文借助于 80年代中期发展起
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来的小波理论以及古老的正交逼近思想, 给出了问

题的一种求解方法。

2　紧支撑正交小波多分度基的运算

特性

　　本文的分析方法主要以基于多分辨思想构造

的紧支撑正交小波基作为基函数。该小波基是许多

重要函数空间(如 L
2 ( R) 空间) 的无条件基,因此对

任意函数 f ( t ) ∈L
2
[ 0, tf ] ,在第 J 级尺度空间V J 的

投影可近似表示为 m(m = 2J ) 阶小波级数[ 8] ,即

f ( t ) ≈ f
�
m( t ) = PJ- 1 f ( t) =

b��( t) + ∑
J- 1

j = 0
∑
2j - 1

k= 0

bj k�j k ( t) ( 1)

其中, b�= 〈f ( t) , �( t )〉, bj k = 〈f ( t ) , �j k( t)〉,可由离

散小波的塔式快速分解算法得到 [ 8] ; �( t) 为尺度函
数, �( t) 为相应的小波函数, �j k( t ) = 2j / 2�( 2j

t - k)。

在以下叙述中, 范数‖�‖对矩阵而言是Frobenius

范数,对函数而言是 L
2
范数。

　　根据正交逼近方法, 为将所考虑问题的微分方

程化为代数方程, 需要知道小波基函数的运算矩阵。

由于紧支撑小波(除 Haar 小波外) 都没有明显的表

达式,利用传统的方法(将基函数的变上限积分函数

仍用基函数表示) 难以获得其基函数的运算矩阵。

根据文献[ 9] 的研究, 有如下结果: 将式( 1) 中的小

波基函数排列为

 ( m) ( t) = [�0, 0 ( t) �0 , 0( t) �1, 0( t ) �1, 1( t ) ⋯

�J - 1, 0( t) �J- 1, 1 ( t) ⋯ �J - 1, 2J- 1- 1( t ) ] !

( 2)

方块脉冲基函数取为

∀ ( m ) ( t ) = [ #1 ( t) #2( t) ⋯ #m( t) ] ! ( 3)

其中

#1 ( t) =
1,

0,
　

t∈ ∃ 1 = [ 0　tf /m]

其　 它

#i( t ) =
1,

0,
　

t∈ ∃i = [ ( i - 1) tf /m　itf /m]

其　它

i = 2, 3,⋯, m

显然, #i( t) ∈L
2
[ 0, tf ] , 故可将#i( t) 展为式( 1) 形式

的小波级数, 从而可获得块脉冲基与小波基的关系

式

∀ ( m ) ( t ) � D ( m) ( t) ( 4)

其中矩阵D的每个行向量d i = [ d i1 d i2⋯ d im]
T
, 可经

由小波滤波器系数通过离散小波快速算法得到, 且

关于式( 4) 的误差, 有如下结论:

　　引理 1　对紧支集 Daubechies正交小波  [ 8] ,

存在某一 %> 0,使得

‖%m#i( t)‖ � ‖#i( t) - d
T
i  ( m ) ( t )‖ =

O (m
- ( 1+ %)

) ( 5)

　　证明参见文献[ 9]。

　　 设 P ( m×m ) (其各阶表达式参见文献 [ 9] ) 和

G (m×m) 分别为块脉冲基与小波基的m阶正向积分矩

阵, c = [ c1 c2 ⋯ cm] ! 为 m 维列向量, M ( m×m ) 为

 ( m) ( x ) 的乘积运算矩阵, 即

　　
∫

t

a
∀ ( m ) ( x ) dx = P ( m×m )∀ ( m ) ( t)

∫
t

a
 ( m) ( x ) dx = G ( m×m)  ( m) ( t)

　　　　　( 6)

　　 ( m ) ( x )  !
( m ) ( x ) c = M ( m×m)  ( m) ( x ) ( 7)

则对式( 4) 两边从 0 到 t 积分再代回, 并考虑到

 ( m) ( t) 为正交基函数,整理可得

G ( m×m ) = D
- 1
P ( m×m) D ( 8)

M ( m×m ) = D
- 1[ diag( D - T

c) ] D ( 9)

如常用的有 4个滤波器系数的 Daubechies 小波(即

D4小波) 的 8阶正向积分矩阵(略)。更详细更高阶

的积分矩阵参见文献[ 9]。

　　对任意f ( t )∈L
2
( R ) ,记W f ( t ) = Fw = [ F1 F2

⋯ Fm] 表示 f ( t ) 在小波基  m( t) 下的展开系数。若

‖W f ( t ) - Wg( t)‖R
m →∞(m→∞) ,则称W f ( t)

和 Wg( t ) 是均方渐近相等的, 记为 W f ( t ) ～

W g( t)。关于积分矩阵运算的收敛性, 有如下结果:

　　定理1　设 f ( t ) ∈L
2
[ a, b] 可导,且  f ′( t)  ≤

M ,则

W∫
t

a
f ( x ) dx ～ [W f ( x ) ] G ( m×m) ( 10)

　　证明参见文献[ 9]。

3　线性二次微分对策鞍点策略分析

　　 设对策过程的状态方程及代价目标泛函分别

为

x
!( t) = A ( t ) x ( t ) + B 1( t ) u( t) + B 2( t) v ( t)

x ( 0) = x 0, 　t∈ [ 0, tf ]　　　　　　　　　( 11)

L ( u, v ) =
1
2
x

T ( tf ) Q fx ( tf ) +
1
2∫

t
f

0
[ x T

Q( t ) x +

　　　　u
T
R1 ( t) u - v

T
R2( t ) v ] dt ( 12)

其中, x ( t) ∈ R
n, u( t) ∈R

r
1, v ( t) ∈R

r
2, u( t) ∈& 1 ,

v ( t) ∈ & 2分别为局中人 P1和 P 2的控制策略; Q( t)

≥0, R1( t ) > 0, R2 ( t) > 0, 以及 A ( t ) , B( t ) 1, B ( t) 2 ,

Q f 为适当维数的矩阵。这里
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& 1 = u( t)∫
t
f

0
u

2( t ) dt < + ∞

& 2 = v ( t)∫
t
f

0
v

2( t ) dt < + ∞

分别为 P1和 P 2允许策略集。

　　该两人零和对策问题为:局中人P1力图寻求一

个允许策略 u( t ) ∈ & 1, 以使 L ( u, v ) 取最小可能的

值;相反,局中人 P 2力图寻求一个允许策略 v ( t) ∈

& 2 , 以使 L ( u, v ) 取最大可能的值。亦即寻求 ( u* ,

v
* ) ,使得

L ( u* , v ) ≤ L ( u* , v * ) ≤ L ( u, v * )

 u∈ & 1 ,　 v∈ & 2 ( 13)

满足式( 13) 的策略对 ( u* ( t) , v * ( t) ) 称为鞍点策

略; u* ( t) 和 v
* ( t ) 分别称为 P1和 P 2的最优策略。

　　为了用小波方法求解上述鞍点策略,将式( 11)

和( 12) 中的函数展为式( 1) 的小波级数,即

　　
x ( t ) � X  ( m ) ( t ) ,　x

0 � X
0 ( m) ( t)

u( t) � U ( m) ( t) ,　v ( t ) � V ( m ) ( t )
　 ( 14)

　　

aij ( t) � [ aij ( 1) ⋯ aij (m) ]  ( m) ( t) �

　　　　a
→

ij  ( m) ( t)

bik( t ) � b
→

ik ( m) ( t) , 　clj ( t) � c
→

lj  ( m ) ( t )

qij ( t ) � q
→

ij  ( m) ( t) , 　r ik( t) � r
→

ik (m ) ( t )

S lj ( t) � s
→

lj  ( m ) ( t )

i = 1, 2,⋯, n,　j = 1, 2,⋯, n

k = 1, 2, ⋯, r 1,　l = 1, 2,⋯, r 2

( 15)

其中

X = [ X 1　X 2　⋯　X m]

U = [ U 1　U 2　⋯　Um]

V = [ V 1　V 2　⋯　Vm]

X
0 = [ X 0

1　X
0
2　⋯　X

0
m]

记

A j =

a11( j ) a12 ( j ) ⋯ a1n( j )

a21( j ) a22 ( j ) ⋯ a2n( j )

∀ ∀ ∀
an1( j ) an2 ( j ) ⋯ ann( j )

B j =

b11 ( j ) b12 ( j ) ⋯ b1r
1
( j )

b21 ( j ) b22 ( j ) ⋯ b2r
1
( j )

∀ ∀ ∀
bn1 ( j ) bn2 ( j ) ⋯ bnr

1
( j )

x
~

j = x
→

jD
T
,　u

~
k = u

→

kD
T
,　v

~
l = v

→

D
T

X
~ = X D

T
, 　U

~ = UD
T
,　V

~ = VD
T

C j , Qj , R j , S j 等记号意义类似。则将式( 11) 两边从 0

到 tf 积分,并代入各展开式,利用小波基的运算特性

整理得

X
!

T = H 0 + H 1U
!

T + H 2V
!

T ( 16)

其中 X
!

表示矩阵X 的拉直运算,即

X
!

T =

X 1

∀
X m

,　U
!

T =

U 1

∀
Um

,　V
!

T =

V 1

∀
Vm

A
�
=

A 1D
T

A 2D
T

∀
A mD

T

B
� =

B1D
T

B2D
T

∀
BmD

T

C
�=

C1D
T

C2D
T

∀
CmD

T

H 0 = { I nm - [ ( GT
(m×m) D

T) # I n] A�( D # In ) } - 1
X
!

0T

H 1 = { I nm - [ ( GT
(m×m) D

T) # I n] A�( D # In ) } - 1×

　　　[ ( GT
( m×m )D

T ) # In ] B�( D # I r
1
)

H 2 = { I nm - [ ( GT
(m×m) D

T) # I n] A�( D # In ) } - 1×

　　　[ ( G
T
( m×m )D

T
) # In ] C�( D # I r

2)

符号 # 为矩阵的 Kronecker 积。式( 16) 非常简便地

沟通了状态与控制之间的关系。同理可将代价目标

泛函转换为

　L
-( U , V ) = K 0 + U

!
T
K 1 + V

!
T
K 2 +

1
2
U
!

T
K 3U

!

+

　　　　　　U
!

T
K 4V

!

-
1
2
V
!

T
K 5V

!

( 17)

其中

Em = [ 0　⋯　0　1] 1×m

Q
� = diag [ Q1D

T
　Q 2D

T
　⋯　QmD

T
]

R
� = diag[ R 1D

T　R2D
T　⋯　RmD

T ]

S
� = diag[ S1D

T
　S2D

T
　⋯　SmD

T
]

K 0 =
1
2
H

T
0 ( Em # I n)

T
Qf ( Em # In ) H 0

K 1 = H
T
1 [ Em ∃ I n)

T
Qf ( E m ∃ I n) H 0

K 2 = H
T
2 ( Em ∃ I n) T

Qf ( E m ∃ I n) H 0

K 3 = H
T
1 ( Em # I n)

T
Qf ( E m # I n) H 1 +

tf

m
Q
�
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K 4 = H
T
1 ( Em # I n )

T
Qf ( Em # I n) H 2

K 5 =
tf
m
S
� - H

T
2 ( Em # In ) T

Q f ( Em # I n) H 2

于是,鞍点策略问题便转化为无约束代数问题, 即寻

求( U
!

T * , V
!

T * ) , 使得

L
-( U

!
T *

, V
!

T
) ≤ L

-( U
!

T*
, V
!

T*
) ≤ L

-( U
!

T
, V
!

T*
)

( 18)

显然, K 3 > 0, K T
3 = K 3 , K T

5 = K 5。如果K 5 > 0, 则因

为

　　　
%L-/ %U

!
T
= K 1 + K 4V

!
T
+ K 3U

!
T

%L-/ %V
!

T = K 2 + K
T
4U
!

T - K 5V
!

T
　　 ( 19)

其中 %2L-/ %( U
!

T) 2 = K 3 > 0

%2L-/ %( V
!

T ) 2 = K 5 > 0

所以L-( U
!

T , V
!

T ) 关于 U
!

T 是严格凸的, 关于 V
!

T 是严

格凹的。根据文献[ 1] , 令式( 19) 为零, 可解得唯一

的鞍点及其相应的最优状态为

U
!

T* = - ( K 3 + K 4K
- 1
5 K

T
4 ) - 1 ( K 1 + K 4K

- 1
5 K 2)

V
!

T* = - ( K 5 + K
T
4K

- 1
3 K 4 ) - 1( K T

4K
- 1
3 K 1 - K 2)

X
!

T*
= H 0 + H 1U

!
T *

+ H 2V
!

T*

( 20)

再将 U
!

T * , V
!

T* , X
!

T* 还原可得 U
* , V * , X * , 从而可

得逼近解

u
-* ( t ) = U

*  ( m ) ( t )

v
-*

( t ) = V
*  ( m) ( t)

x
-* ( t ) = X

*  ( m) ( t)

( 21)

4　举例分析

　　考虑如下线性时变系统及目标泛函

x
!( t) = tx ( t) + u( t ) + 2v ( t)

　x ( 0) = 1,　0≤ t≤ 1

　L ( u, v ) = 1
2∫

1

0
[ x 2 ( t) + u

2 ( t) - 4v 2 ( t) ] dt

问题是在约束( 23) 下求策略对( u
*
( t ) , v

*
( t) ) , 使得

L ( u* , v ) ≤ L ( u* , v * ) ≤ L ( u, v * )

利用文献[ 1] 中的最小最大原理,可得

u
* ( t) = - p ( t) x * ( t) ,　v

* ( t) = 0. 5p ( t) x * ( t)

其中 p ( t ) 和 x
* ( t) 分别满足如下微分方程

p
!( t ) = - 1 - 2tp ( t ) ,　p ( 1) = 0

x
!* ( t) = tx

* ( t) , 　x
* ( 0) = 1

现采用 Daubechies的 D4小波, 并取 m = 16, 按式

( 20) 用 Matlab语言编程计算, 可得式( 21)。图 1和

图 2分别给出了它们的对比曲线。

图 1　u* ( t) 与 u-* ( t) 及 v* ( t) 与 v-* ( t) 的对比

图 2　x* ( t) 与 x-* ( t) 的对比

5　结　　语

　　本文利用小波理论讨论了一类鞍点策略的计算

方法,它将原问题转化为代数问题,并可获得逼近解

的解析表达式。该方法不仅具有传统逼近方法的优

点, 而且由离散小波的快速算法很容易得到小波展

开式的系数;同时小波基的多分辨特性还能在不同

局部区域选择不同的分辨度, 对改变局部区域的控

制效果起到了积极的作用。下一步工作将讨论小波

逼近解是否均方收敛于真解, 并用这种方法求解文

献[ 4]中的鲁棒控制问题。

(下转第 451页)
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可不变地采用同一控制策略避免死锁状态出现。
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