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连续时间混沌系统控制与同步的状态反馈方法

卢俊国,汪小帆,王执铨

(南京理工大学 自动控制系,江苏 南京 210094)

摘　要: 将连续时间混沌系统的控制与同步问题统一处理,在系统的非线性是 Lipschitz 非线性的条件

下,基于 Ly apunov 稳定性理论,提出一种实现连续时间混沌系统控制与同步的状态反馈方法。无论驱动

系统处于何种状态,该方法都可使响应系统按照驱动系统给定的轨道演化。该方法对系统参数不匹配及

噪声干扰具有一定的鲁棒性。数值仿真结果表明了所提出方法的有效性。
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Abstract : A state feedback approach to controlling and sy nchro nizing continuous-time chaotic sy stems is

presented. Suppo sing the no nlinear parts o f the chaotic sy stems ar e L ipschitz nonlinearity , sy nchro nization

o f the driv e and response sy stems can be accomplished by using the pr oposed appr oach. T he proposed

appr oach can t olerate nontr ivial par ametric mismatches as w ell as additive no ise. N umerical ex perim ental

ex amples are used t o verify the theoretical r esults.
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1　引　　言

　　随着驱动-响应同步方法
[ 1]
和 OGY 控制方法

[ 2]

的提出,混沌控制与混沌同步及其在保密通信、信号

处理和生命科学等领域的应用引起了人们的广泛兴

趣[ 1～ 7]。国际上混沌控制方法及其实验的研究迅速

发展,混沌同步也进一步拓广。混沌同步属于混沌控

制的范畴,典型的是 Pecora 和 Carroll
[ 1]提出的驱动-

响应同步方法,它的思想已拓展到非混沌同步(周

期、准周期等)及高阶级联同步。控制与同步问题通

过 Chua等人
[ 4]
的工作已合并成一个问题,即混沌同

步问题可看成是一类让被控系统混沌轨道按目标系

统轨道运动的控制问题, 以及控制问题可看作是一

类让被控系统的轨道与目标系统的轨道(平衡点、周

期、拟周期)同步的问题。Bernardo
[ 5, 6]
提出一种模型

参考自适应控制方法,当目标系统和被控系统的状

态都有界时,通过自适应控制环节和相应的控制算

法,使被控系统按照目标系统给定的轨道演化。

本文将连续时间混沌系统控制与同步问题统一

处理, 在系统的非线性是 Lipschitz非线性条件下,

基于 Lyapunov 稳定性理论, 提出一种状态反馈控

制与同步方法; 并从理论上证明: 无论目标(驱动)
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系统是处于平衡点、周期、拟周期,还是混沌、超混沌

状态, 采用本文设计的控制器,可使被控对象(响应

系统)按照目标系统给定的轨道演化,且误差系统是

大范围渐近稳定的; 该控制器对噪声干扰和参数不

匹配具有一定的鲁棒性。最后以蔡氏电路为例进行

数值仿真,结果表明所提出方法是有效的。

2　混沌控制与同步问题的描述

　　考虑如下两个系统

x
�= Ax + B( g( x , t) + u( t) )

x ( 0) = x 0 ∈ R
n

( 1)

y
�= Ay + Bg( y , t)

y ( 0) = y 0 ∈ R
n

( 2)

其中, g : Rn×R→Rm, x ∈Rn, y ∈Rn , u( t ) ∈Rm, B

∈ R
n×m, ( A , B ) 可控。记 e( t ) = x ( t) - y ( t ) ,则控制

响应系统( 1) 与驱动系统( 2) 同步的问题, 就是寻找

一个合适的控制 u( t ) = h( x , y , t ) ,使得

lim
t→∞
‖x ( t ) - y ( t )‖ = lim

t→∞
‖e ( t)‖ = 0

成立。系统( 1) 的控制与同步问题可转化为对误差

系统进行研究,误差系统为

e
�= Ae( t ) + B( g( x , t) - g( y , t) + u( t) ) ( 3)

　　注 1　系统( 1) 具有广泛的应用背景, 许多实

际的混沌系统均由线性部分和非线性部分组成, 如

著名的蔡氏电路, Rossler 混沌系统, Lorenz 混沌系

统等均如此。在混沌控制和同步化问题中, 外加控制

的形式在某种情况下可人为选取, 这也是混沌控制

和同步化问题所具有的特殊性。

3　混沌的控制与同步误差反馈控制

器设计

　　本文的控制与同步误差反馈控制器由线性部

分和非线性部分组成, 如图 1所示。

图 1　 控制与同步误差反馈控制器

3. 1　误差反馈控制器线性部分设计

为实现混沌系统的控制与同步, 首先应使误差

系统( 3) 中的线性部分 e
�
l = Ael 在原点是大范围渐

近稳定的。为此, 选择一个状态反馈控制律 u l( t)

= - K el( t ) ,使得闭环系统

e�l = ( A - BK ) el ( t) ( 4)

在原点是大范围渐近稳定的, 其中K 可用LQR方法

或极点配置法确定。根据 Lyapunov 稳定性理论, 对

任给的对称正定阵Q∈R n×n ,存在对称正定阵M ∈

R
n×n

,满足 Lyapunov 方程

( A - BK ) T
M + M ( A - BK ) = - Q ( 5)

3. 2　控制与同步误差反馈控制器的非线性部分

设计

误差系统 ( 3) 中含有非线性部分 g( x , t) 和

g ( y , t ) , 因此必须在上述工作基础上确定一个合适

的 u( t) ,使得系统( 3) 中的 e( t) 有lim
t→∞
e( t ) = 0。

假设 1　设误差系统( 3) 的非线性部分g: Rn×

R → R
n满足 Lipschitz条件,即

‖g ( x , t) - g( y , t )‖≤ �‖x - y‖

其中, x ∈ � 1 � R
n
, y ∈ � 2 � Rn。� 1 和 � 2分别为系

统( 1) 和( 2) 的状态空间, �为其 Lipschitz常数。

注 2　 假设 1看似不易做到,其实由于混沌系

统的吸引子具有有界性, 故几乎所有混沌系统中的

非线性都可看作满足 Lipschitz条件, 至少是满足局

部 Lipschitz条件。如蔡氏电路中的非线性满足全局

Lipschitz条件, Rossler 和 Lorenz混沌系统中的非线

性满足局部Lipschitz条件。

至此,我们已选择一个控制器 u( t) 具有如下形

式

u( t ) = - K e( t) - K 0‖e‖sig n( B
T
M e) ( 6)

其中, K ∈ R
n×n可用 LQR方法或极点配置法确定,

M 由式( 5) 给定, K 0 ∈ R
+ 。对此,有如下定理:

定理 1　 若系统( 1) 和( 2) 满足假设 1,且控制

u( t) 由式( 6) 确定,则当取K 0≥�时,对于所有的初

始条件 e ( 0) , 都有lim
t→∞
e ( t) = 0。进而无论系统( 2) 处

于何种状态,系统( 1) 在控制器( 6) 的作用下都能与

系统( 2) 同步。

证明　取Ly apunov函数V ( e) = e
T
M e, 其中M

= M
T > 0由式( 5) 给出, V ( e ) 对所有 e∈ R

n是一个

正定函数。对 V ( e) 沿式( 3) 对时间求导,可得

V
�( e) = e

�T
M e + e

T
M e
�=

- [ eT
Qe] + 2( g( x , t) - g( y , t) ) T

B
T
M e -

2K 0‖e‖sign( BT
M e) T

B
T
M e≤

- [ e
T
Qe] - 2K 0‖e‖sign( B

T
M e)

T
B

T
M e +

2�‖e‖‖B T
M e‖ =

- [ eT
Qe] - 2( K 0 - �)‖e‖‖BT

M e‖

因为 Q为对称正定阵,故当 K 0 ≥�时, V�( e) 为负定
函数,所以系统( 3) 的平衡点 e = 0是大范围渐近稳
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定的。进而无论系统( 2) 处于什么状态,系统( 1) 在

控制器( 6) 作用下都能与系统( 2) 同步。(证毕)

3. 3　纯非线性的控制与同步误差反馈控制器

现考虑误差方程( 3) 的特殊情况,即( 3) 中的线

性部分矩阵 A 是Hurw itz矩阵, 则在控制器( 6) 中可

以取消线性反馈部分 - K e ( t) , 从而控制器仅为

u( t) = - K 0‖e‖sign( BT
M e) ( 7)

其中, K 0 ∈ R
+ ,M 为对称正定阵, 它是如下

Lyapunov 方程

MA + A
T
M = - Q ( 8)

的解。式中 Q为任给的对称正定阵。对此,有如下定

理:

定理 2　若系统( 1) 和( 2) 满足假设 1, 且误差

方程( 3) 中的线性部分矩阵A 是Hurw itz矩阵, 控制

u( t ) 由式( 7) 确定, 则当取K 0 ≥�时,对于所有的初

始条件 e( 0) ,都有lim
t→∞
e( t) = 0。进而无论系统( 2) 处

于何种状态, 系统( 1) 在控制器( 7) 的作用下都能与

系统( 2) 同步。

证明类似于定理 1, 略。

4　仿真实例

　　我们以蔡氏电路为例进行数值仿真。仿真中初

值随机选取, 解Ly apunov方程( 8) 求M 时取Q = I。

描述蔡氏电路的方程为

x
�= A x + Bg( x ) =

-   0

1 - 1 1

0 - ! 0

x +

-  f ( x 1 )

0

0

( 9)

其中

f ( x 1 ) = bx 1 + 1
2

( a - b) ×

( �x 1 + 1� - �x 1 - 1� )

当  = 10, != 14. 87, a= - 1. 27, b= - 0. 68时,系

统处于混沌状态。取 B = [ 1　0　0]
T
, 则误差系统

为

e
�=

- 10 10 0

1 - 1 1

0 - 14. 87 0

e +

　　B( - 10( f ( x 1) - f ( y1 ) ) + u) ( 10)

由于 f ( ) 为分段线性连续函数,斜率分别为 a和 b,

故

a( x 1 - y 1 ) ≤f ( x 1 ) - f ( y 1) ≤

b( x 1 - y1 ) ( 11)

由( 11) 得 � f ( x 1 ) - f ( y 1) �≤ �a� �x 1 - y 1� , 进而有
　　　‖g( x ) - g( y )‖ =

10� f ( x 1) - f ( y 1 ) � ≤
10�a�� x 1 - y1� ≤ 10�a�‖x - y‖ ( 12)

显然, �可取大于 10�a� = 12. 7的任何值, 在此取 �
= 12. 7。

系统( 10) 中线性部分系数阵 A 为 Hurw itz 矩

阵, 故可用控制律( 7) 来实现两个相同蔡氏电路间

的同步控制。取 K 0 = 15,同步误差‖e‖2 随时间 t

的变化情况如图 2( a) 所示, 可见两个系统能很好地

实现同步。

　　为检验本文方法对噪声的鲁棒性, 对响应系统

的状态观测值施加均方差为 ∀的正态分布白噪声,

即 x i = ( 1. 0 + ∀N ( 0, 1) ) x i , N ( 0, 1) 为标准正态分

布白噪声, i = 1, 2, 3。取 ∀ = 0. 01, 仿真结果如图

2( b) 所示, 可见本文方法具有较强的抗噪声能力,

能使两个混沌系统在噪声环境下很好地同步。

　　 为检验本文方法对两个混沌系统参数不匹配

的同步能力,在受控(响应) 系统中取 != - 14. 37,

而在驱动系统中取!= - 14. 87,仿真结果如图2( c)

所示。可见本文方法对参数不匹配具有一定的鲁棒

性, 能使两个混沌系统在参数不匹配的情况下同

步。　　　

图 2　 蔡氏电路同步误差

( a) 理想情况下的同步误差　( b) 噪声影响下的同步误差　( c) 参数不匹配情况下的同步误差
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5　结　　论

　　本文基于 Lyapunov 稳定性理论,提出一种可以

实现一大类连续时间混沌系统控制与同步的状态反

馈方法。一般情况下,控制器由线性和非线性两部分

组成,当系统线性部分的系数阵是 Hurw itz矩阵时,

控制器仅有非线性部分。理论分析和计算机仿真都

已证明, 无论目标(驱动)系统是处于平衡点、周期、

拟周期,还是混沌或超混沌状态,采用本文设计的控

制器可使被控对象(响应系统)按照目标系统给定的

轨道演化,并且误差系统是大范围渐近稳定的。
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6　结　　论

　　本文将非线性预测控制和滑模控制有效地结合

起来, 提出一种可行的双模控制方案, 即在终端区外

采用预测控制, 在终端区内采用离线设计的滑模控

制;并对系统闭环稳定性及系统性能进行分析。所提

出的方法类似于终端状态不等式约束 [ 4, 5]的非线性模

型预测控制, 但其终端状态吸引区的求取要经过线性

化处理,而终端滑模约束条件则较为容易实现。终端

滑模区的利用使得预测时域降低,计算量减小。对提

出的滑模预测控制方案的鲁棒性,尚待进一步研究。
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