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不确定线性组合系统的鲁棒 H∞性能的判定
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摘　要: 针对一类线性组合不确定系统的结构特征提出了分散鲁棒 H ∞性能的概念。它充分利用组合系

统的互联结构,为研究大系统 H ∞性能提供了新途径。给出了大系统具有分散鲁棒 H ∞性能的条件, 以及

利用分散鲁棒 H ∞性能判断大系统的整个鲁棒 H ∞性能的方法。结果表明,大系统的 H ∞性能与子系统

H ∞性能密切相关。只要每个子系统具有鲁棒 H ∞性能, 则在同样的控制条件下,大系统也具有鲁棒 H ∞

性能,只是性能指标弱一些。
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Abstract : The definition of decentr alized r obust H ∞ property is proposed based on the struct ure of

composite sy stems. It is a new method to resear ch decentr alized r obust H ∞ property by using of the

inter connection str ucture. T he ex istence conditions of decentralized robust H ∞ property are pr esented.

T he relationship between the decent ralized robust H ∞ property and gener alized robust H ∞ property is

discussed. The conditions of generalized robust H ∞ property ar e given w ith decentr alized robust H ∞

property of subsystems. The conclusion show s that t he composite sy stem w ould have H ∞ proper ty at the

same conditions, if each isolat e subsystem had robust H ∞ proper ty . The only differ ence is that the

const ant index is bigg er.
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1　引　　言
　　关于不确定组合系统的 H ∞控制结果, 主要是

在原有的分散鲁棒控制的基础上, 直接嵌入 H ∞性

能指标, 也就是对大系统整体的鲁棒 H ∞控制的研

究。但其获得的控制成果不多 [ 1～4] , 所采取的方法多

为一般系统的鲁棒H ∞控制技术的推广。郭雷等研
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究了基于 LM I 方法的鲁棒 H ∞ 性能问题[ 5] ,

Khargoneker 等研究了 H ∞ 性能与系统稳定的关

系[ 6]。线性组合系统具有明显的互联组合结构, 这种

互联结构对系统的性质具有极其重要的作用。

　　本文为研究方便,称大系统在无控制器控制的

条件下,满足干扰对输出传递函数的 H ∞ 范数作为

性能指标小于预定常数的性质为大系统的整体鲁棒

H ∞ 性能; 相应地称孤立子系统的这种特性为分散

鲁棒 H ∞ 性能。研究系统的 H ∞ 性能是研究大系统

H ∞ 控制的基础。由于组合系统是由若干个子系统

通过互联通道联结起来的, 所以对系统的干扰可以

分成子系统本身的直接干扰和由互联通道传递过来

的间接干扰。对一些弱互联系统而言,由互联通道传

递过来的干扰对系统的影响较弱, 于是子系统的直

接干扰便成为决定整个大系统鲁棒 H ∞ 性能的主要

干扰。此时,大系统的整体鲁棒 H ∞ 性能与孤立子系

统的分散鲁棒 H ∞性能具有一定的等价关系。另一

方面, 对于大系统的鲁棒整体 H ∞ 性能的条件有时

难以满足。为此, 本文提出分散鲁棒 H ∞ 性能的概

念,给出了判断分散鲁棒 H ∞性能和利用分散鲁棒

H ∞性能判断大系统整体鲁棒H ∞性能的存在条件。

由本文的结论可知, 如果大系统的互联通道具有一

定的结构特征或范数约束, 则由系统的分散鲁棒

H ∞性能即可得出系统的整体鲁棒 H ∞性能。

2　系统描述

　　考虑如下系统

X�= ( A- + �A ) X + B- w-

Y = C
-

X
( 1)

其中

A
- =

A 1 H 12 H 13 ⋯ H 1N

H 21 A 2 H 23 ⋯ H 2N

H 31 H 32 A 3 �
� � � � �

H N 1 H N 2 ⋯ H N N - 1 A N

为状态矩阵, �A = diag[ �A 1 , �A 2 ,⋯, �A N ] , �A i为

子系统的不确定项, X = [ x 1, x 2 ,⋯, x N ] T ∈ R
nN 为

状态向量, Y = [ y 1, y 2 ,⋯, yN ] T ∈R
mN 为输出向量,

w
- = [ w , w , ⋯, w ]

T
∈ R

r N
为干扰输入向量, B

- =

diag [ B1 , B2, ⋯, BN ] T ∈ R
nN×r N 为干扰输入矩阵, C-

= diag [ C1, C2 ,⋯, CN ]
T
∈ R

mN×nN
系统输出矩阵。

　　定义 1(整体鲁棒H ∞性能)　设 �为已知正常
数,如果系统( 1) 满足以下两个条件, 则称系统( 1)

具有整体鲁棒 H ∞性能。

　　1) A
- + �A 是稳定矩阵, 即它的所有特征值都

位于左半开平面;

　　2) 系统( 1) 的传递函数矩阵P( s) : = C
-( sI - A

-

- �A ) - 1
B
- ,满足 ‖P( s)‖∞ < �。

　　定义2(分散鲁棒 H ∞性能)　设�为已知正常
数,如果系统( 1) 满足以下两个条件:

　　1) A
- + �A 是稳定矩阵, 即它的所有特征值都

位于左开半平面;

　　2) 系统( 1)的子系统的传递函数矩阵P i ( s) : =

C i( sI - A i - �A i) - 1
B i,满足‖P i( s)‖∞ < �, i= 1,

2,⋯, N。则称系统( 1) 具有分散鲁棒 H ∞性能。

　　注1　整体鲁棒 H ∞性能即为通常所说的鲁棒

H ∞性能。因为它是对整个大系统的范数要求, 与分

散鲁棒 H ∞ 性能问题相比具有整体性, 所以称其为

整体鲁棒 H ∞性能。一般而言,整体鲁棒 H ∞性能和

分散鲁棒 H ∞性能是没有直接强弱关系的。由于互

联通道对干扰的传递, 可能使具有分散鲁棒 H ∞ 性

能的系统并不具有整体鲁棒 H ∞性能,反之亦然。下

面的结果给出了在一定条件下两者的关系。

3　主要结果

　　如果取A d : = diag [ A 1 , A 2 ,⋯, A N ] , H
- : = A

- -

A d ,则有如下定理:

　　定理 1　如果系统( 1) 满足假设 1, 那么系统

( 1) 对 �> 0具有整体鲁棒 H ∞性能。

　　假设 1　1) 系统( 1) 的互联矩阵H
- 和不确定项

�A 与干扰输入矩阵B
- 匹配,即存在矩阵L

- = { L ij } ,

满足H
- = B

-
L
-, �A = diag[ B1 L 11, B2 L 22,⋯, BN L N N ] ;

　　2) 对给定的�1 > 0,系统( 1) 具有分散鲁棒H ∞

性能;

　　3) 对给定的 �( > �1) ,函数 H ij ( s) : = L ij ( sI -

A i) - 1
B i, 满足‖H ij ( s)‖∞ <  ,其中 ≤1 - �1/ �( i,

j = 1, 2, ⋯, N )。

　　证明　因为系统( 1) 具有分散鲁棒H ∞性能,

所以系统( 1) 稳定,且对 �1 > 0,有

‖P i( s)‖∞ < �1

‖C
-( sI - A

- - �A ) - 1
B
-‖∞ =

‖C
-( sI - A d - �A - H

- )
- 1

B
-‖∞ =

‖C
-( sI - A d ) - 1 [ I - ( �A + H

- ) ( sI -

A d )
- 1

]
- 1

B
-‖∞ = ‖C

-( sI - A d )
- 1

B
-[ I -

　　L
-( sI - A d )

- 1
B
-]

- 1
‖∞≤

　　‖C
-( sI - A d )

- 1
B
-‖∞‖[ I -
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　　L-( sI - A d ) - 1
B-] - 1‖∞≤

　　‖C i( sI - A i) - 1
B i‖∞

1
1 -  ≤

　　�1
1

1 -  ≤ �

由此可知系统( 1) 具有整体鲁棒 H ∞性能。

　　 推论 1　若 H- = 0, 则系统( 1) 具有分散鲁棒

H ∞ 性能, 当且仅当系统( 1) 具有整体鲁棒 H ∞性

能。

　　 定理 2　 如果系统( 1) 满足假设 2, 那么系统

( 1) 对 �> 0具有整体鲁棒 H ∞性能。

　　假设 2　 1) 对给定的正常数 �1 < �,系统( 1)

具有分散鲁棒 H ∞性能;

　　2) 对系统( 1) 的互联矩阵 H
- 和不确定项 �A ,

存在矩阵D ij ,满足H ij = B iD ijC j ( i, j = 1, 2, ⋯, N ) ,

为论证方便,记 �A i = H ii ,且对给定的 �, 存在正常

数 !<
�- �1

N��1
, 使‖D ij‖∞ < !,其中D ij为不确定矩

阵。

　　证明　与定理 1类似,可以得到

Y = C
-( sI - A

- - �A )
- 1

B
-

w
- =

diag{ C i( sI - A i) - 1

∑
N

j= 1

H ij x j + B iw } =

diag{ P i( s) w + ∑
N

j = 1
[ P i( s) D ijP j ( s) w +

P i( s)∑
N

k= 1
[ P j ( s) D j kP k( s) w + ⋯] ] }

所以

‖C
-( sI - A

- - �A ) - 1
B
-‖∞ =

‖diag{ P i( s) + ∑
N

j= 1
[ P i ( s) D ij P j ( s) +

P i( s)∑
N

k= 1

[ P j ( s) D j kPk ( s) + ⋯] ] }‖∞≤

�1 + �1 N !�1 + �1 ( N !�1 ) 2 + ⋯ =

�1

1 - N !�1
≤ �

　　定理 3　 如果系统( 1) 满足假设 3, 那么系统

( 1) 对 �> 0具有整体鲁棒 H ∞性能。

　　假设 3　 1) 对正常数 !, 系统( 1) 的互联矩阵

和不确定项 H ij 满足‖H ij‖∞ < !<  1 2/ N�1 ;

　　2) 对给定的正常数 �1 <
� 1 2

 1 2 + ∀ �!,系统( 1)

具 有 分 散 鲁 棒 H ∞ 性 能, 其 中,  1 ,  2 满 足

 1‖Ci ( s)‖∞ < �1 ,  2‖B i( s)‖∞ < �1, C i( s) : =

C i( sI - A i)
- 1

, B i( s) : = ( sI - A i)
- 1

B i。

　　证明　与定理 1类似,可以得到

Y = diag P i( s) w + Ci ( s)∑
N

j= 1
[ H ij B j ( s) w +

　　C j ( s)∑
N

k= 1
H j kx k] } =

　　diag{ P i( s) + C i( s)∑
N

j= 1
[ H ij B j ( s) +

　　C j ( s)∑
N

k= 1
[ H j kB j ( s) + ⋯] ] w }

所以　　‖C
-( sI - A

- - �A )
- 1

B
-‖∞ =

　　‖diag P i( s) + Ci ( s)∑
N

j = 1
[ H ij B j ( s) +

　　C j ( s)∑
N

k= 1
[ H j kB j ( s) + ⋯] ] }‖∞

因为‖P i( s)‖∞ < �1, 所以必存在正常数  1,  2 , 满

足

 1‖Ci ( s)‖∞ < �1 ,　 2‖B i ( s)‖∞ < �1

‖C
-( sI - A

- - �A )
- 1

B
-‖∞ <

�1 +
N�2

1!
 1 2

+ �1
N�1!
 1 2

2

+ ⋯

因为 !<  1 2 / N�1 ,所以

‖C
-( sI - A

- - �A )
- 1

B
-‖∞ =

�1 1 2

 1 2 - N !�1
< �

　　由定理3可知,如果系统( 1) 对给定的正常数�1

具有分散鲁棒 H ∞ 性能, 那么系统 ( 1) 对 � >

�1 1 2

 1 2 - ∀ !�1
也具有整体鲁棒 H ∞性能。

4　例子仿真

　　考虑如下稳定组合大系统

x�i =
- 1 3

0 - 2
x i +

0. 5 0

0 0. 5
x j +

1 0

0 1
w

yi =
1

1
x i,　i, j = 1, 2, i≠ j

取系统初值 x i0 =
1

0
, 干扰取w = 5sin( 5t + 2) , 孤

立子系统的‖P i( s)‖∞ < 0. 5,大系统的‖P( s)‖∞

< 0. 65。仿真结果如图 1所示。

　　从子系统和大系统的状态曲线的关系不难看
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图 1　 孤立子系统在干扰作用下的状态曲线　　图 2　子系统 1, 2在干扰作用下的状态曲线

出,大系统的 H ∞性能略弱于孤立子系统的 H ∞性

能。

5　结　　语

　　本文针对线性组合系统的结构特征提出了分

散鲁棒 H ∞性能的概念,并研究了分散鲁棒 H ∞性

能存在的条件及其与整体鲁棒 H ∞ 性能的关系。由

上述讨论不难发现, 分散鲁棒 H ∞ 性能与整体鲁棒

H ∞ 性能的关系决定于互联通道的性质。系统如果

具有一定强度的分散鲁棒 H ∞性能, 只要该组合系

统的互联通道较弱, 就可使系统具有整体鲁棒H ∞

性能。利用子系统的分散鲁棒 H ∞ 性能研究大系统

的整体鲁棒 H ∞ 性能的方法具有很多优点, 它把判

断大系统的 H ∞性能问题转化为判断孤立子系统的

H ∞性能问题,而孤立子系统的维数一般较低, 利用

现有的 H ∞控制理论很容易获得结论。与现有方法

相比具有简单易用的特点。
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